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Tiivistelma¨
Riskisijoituksilla tarkoitetaan riskillista¨ omaisuutta, eli omaisuutta, jonka tulevai-
suuden arvoa ei tiedeta¨ varmasti. Kaikki omaisuus joka ei ole riskito¨nta¨ omaisuutta
on riskillista¨ omaisuutta. Riskillisesta¨ omaisuudesta puhuttaessa puhumme yksinker-
taisuuden vuoksi osakkeista. Osakkeiden hinnat voivat nousta tai laskea nykyisesta¨
arvosta ja osakkeiden tulevia hintoja mallinnamme erilaisten mahdollisten skenaarioi-
den avulla.
Osakekurssien dynamiikkaa voidaan tarkastella tuoton avulla. Koska osakkeen tu-
leva arvo on epa¨varma, myo¨s tuotto on epa¨varma. Osakkeen tuotto koostuu osakkeen
myyntivoitosta tai -tappiosta ja osakkeen mahdollisesti maksamasta osingosta. Odo-
tetun tuoton voimme laskea aiempien periodien keskima¨a¨ra¨isen tuoton avulla.
Binomipuumalli on osakkeiden hintojen malli, joka on ma¨a¨ritelty olettaen etta¨
osakkeen hinta voi tulevaiuudessa vain joko nousta tai laskea, ja etta¨ riskitto¨ma¨n
investoinnin yhden periodin tuotto on sama jokaisella periodilla. Binomipuu siis esitta¨a¨
kaikki osakkeen tulevien hintojen skenaariot.
Osakkeiden tulevia hintoja halutaan usein verrata riskitto¨mien investointien tuot-
toon, ja ta¨ma¨ onnistuu tarkastelemalla riskineutraalia todenna¨ko¨isyytta¨, eli toden-
na¨ko¨isyytta¨ jolla osakkeiden odotettu tuotto on sama kuin riskitto¨mien investoin-
tien tuotto. Riskineutraali todenna¨ko¨isyys on matemaattinen objekti, joka voi poi-
keta markkinoiden todellisesta tulevien hintojen todenna¨ko¨isyydesta¨. Riskineutraaliin
todenna¨ko¨isyyteen viitataan myo¨s martingaalitodenna¨ko¨isyytena¨.
Binomipuumalli laajennetaan trinomipuumalliin, joka on binomipuuta vastaava
malli, mutta osakkeen tulevalla hinnalla on kahden sijaan kolme vaihtoehtoa. Hinnan
nousun ja laskun lisa¨ksi on na¨iden va¨lilla¨ oleva vaihtoehto, joka usein on neutraali, eli
osakkeen hinta pysyy ennallaan.
Kaikissa aiemmin esitellyissa¨ malleissa aika on diskreetti, mutta lopuksi pereh-
dyta¨a¨n viela¨ jatkuvan ajan malliin. Malleissa joissa on diskreetti aika on joitain ra-
joitteita, na¨ista¨ rajoitteista pyrita¨a¨n pa¨a¨sema¨a¨n eroon siirtyma¨lla¨ jatkuvaan aikaan.
Binomipuumallia laajennetaan siis siten, etta¨ aikaperiodit voidaan jakaa a¨a¨retto¨ma¨n
pieniin periodeihin ja tutkitaan muun muassa satunnaiskulkuja.
Toinen osio koostuu opetuspaketista, missa¨ aiemmin esiteltya¨ teoriaa yksinkertais-
tetaan niin etta¨ sen opettaminen on mahdollista lukiotasolla. Opetuspaketin sisa¨lto¨a¨
on mahdollista hyo¨dynta¨a¨ lukion matematiikan tai yhteiskuntaopin kursseilla, tai ai-
nerajat ylitta¨va¨na¨ kokonaisuutena. Opetuspaketissa teoriaan on lisa¨tty esimerkkeja¨ ja
aiheisiin liittyvia¨ tehta¨via¨ ratkaisuineen.
Avainsanat Riskillinen omaisuus, riskisijoitukset, osakekurssien dynamiikka,
tuotto, odotettu tuotto, binomipuumalli, riskineutraali todenna¨ko¨isyys
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1 Johdanto
Ta¨ssa¨ tutkielmassa perehdyta¨a¨n riskilliseen omaisuuteen ja osakekurssien dyna-
miikkaan. Tutkielma koostuu kahdesta osasta, ensimma¨isessa¨ osassa ka¨sitella¨a¨n
riskillista¨ omaisuutta ja osakemarkkinoiden dynamiikkaa teoreettisesti ja toinen
osio koostuu ta¨ha¨n teoriaan pohjaavasta opetuspaketista, jossa teoriaa on yk-
sinkertaistettu paremmin kouluopetukseen soveltuvaksi, erityisesti lukiotasolle.
Riskillinen omaisuus on sita¨ omaisuutta joka sisa¨lta¨a¨ riskin, eli omaisuuden
tulevaa arvoa ei voida tieta¨a¨ varmasti. Omaisuuden tuleva arvo on siis satun-
naismuuttuja, mutta voimme kuitenkin tarkastella varallisuuden mahdollista
tulevaa arvoa ja luoda malleja osakkeiden hinnoille. Osakkeen tulevia hintoja
voidaan mallintaa mahdollisten skenaarioiden avulla.
Osakkeen tuottoa tarkastellessa voimme tutkia osakkeen tuottoastetta tai lo-
garitmista tuottoa. Tuotto koostuu osakkeiden myyntivoitoista (tai -tappioista),
joka perustuu kysynna¨n ja tarjonnan lakiin, seka¨ mahdollisesta osakkeen mak-
samasta osingosta. Odotetun tuoton laskemisessa ka¨yteta¨a¨n aiempien periodien
keskima¨a¨rista¨ tuottoa, silla¨ ka¨yta¨nno¨ssa¨ on hankalaa estiomoida todenna¨ko¨isyydet
ja tuotot kaikille skenaarioille.
Binomipuumalli kuvaa osakkeiden hintoja. Mallissa oletamme etta¨ yhden ai-
kaperiodin aikana osakkeen hinnalle voi tapahtua kaksi asiaa: osakkeen hinta voi
nousta tai laskea. Lisa¨ksi hinnan nousulle ja laskulle on jotkin todenna¨ko¨isyydet.
Kun yhdista¨mme osakkeen hinnan mahdolliset muutokset useamman periodin
aikana, saamme osakkeiden hintojen mallin, jonka voi visualisoida ”puun”avulla.
Usein sijoittajia kiinnostaa osakkeiden mahdollisten tuottojen suhde ris-
kitto¨mien sijoitusten tuottoihin. Ta¨ta¨ voidaan tarkastella riskineutraalin to-
denna¨ko¨isyyden avulla. Tarkastelemme osakkeiden hintojen odotusarvojen dy-
namikkaa, ja vertaamme na¨ita¨ odotusarvoja riskitto¨ma¨n omaisuuden tuottoon.
Voimme ma¨a¨ritta¨a¨ riskineutraalin todenna¨ko¨isyyden ja jos ta¨ma¨ todenna¨ko¨isyys
vastaa todellista markkinoiden todenna¨ko¨isyytta¨, sanomme, etta¨ markkinat ovat
riskineutraalit.
Lisa¨ksi ka¨sitella¨a¨n trinomipuumallia, joka on binomipuumallin laajennus
niin, etta¨ osakkeen hinnalle on kahden sijaan kolme vaihtoehtoa yhden aika-
askeleen ja¨lkeen. Kaksi vaihtoehtoa kuvaavat nousevia ja laskevia hinnanmuu-
toksia kuten ennenkin, ja kolmas edustaa va¨li hannan muutosta, joka on ka¨yta¨n-
no¨ssa¨ usein neutraali, eli etta¨ osakkeen hinta pysyy muuttumattomana.
Teoriaosan lopuksi ka¨sitella¨a¨n viela¨ jatkuvan ajan mallia. Aiemmissa mal-
leissa aika on ollut diskreetti ja sita¨ on kuvattu tiettyina¨ periodeina, jakamal-
la aika ”aika-askeleisiin”, jotka voivat olla vuosia, kuukausia tms. Usein vuosia.
Tutustutaan myo¨s satunnaiskulun ka¨sitteeseen ja saadaan approksimaatio osak-
keiden hintojen dynamiikalle. Jatkuvan ajan tapauksessa huomataan myo¨s, etta¨
osakkeen hintaa kuvaavan muuttujaan logaritmi noudattaa normaalijakaumaa.
Toisen osan opetuspaketin tavoitteena on tutustuttaa opiskelija riskillisen
omaisuuden, ka¨yta¨nno¨ssa¨ osakkeiden, mallintamiseen. Raha ja omaisuus on
kaikkia koskettava aihe ja opetuspaketin sisa¨llo¨lla¨ on suora yhteys arkiela¨ma¨a¨n
ja todellisiin ilmio¨ihin.
Opetuspaketissa teoria on esitetty yksinkertaisemmin ja helpommin ymma¨r-
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retta¨va¨sti hieman yksinkertaistamalla notaatiota ja lisa¨a¨ma¨lla¨ esimerkkeja¨ teo-
rian joukkoon. Paketista on ja¨tetty pois trinomipuumalli seka¨ jatkuva-aikamalli,
jotta pysyta¨a¨n kouluun sopivalla vaikeustasolla. Lisa¨ksi opetuspaketti sisa¨lta¨a¨
tehta¨via¨ ka¨sitelta¨viin aiheisiin liittyen, seka¨ opetuspaketin lopussa na¨iden tehta¨vien
ratkaisut.
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Osa I
Teoria
2 Riskillinen omaisuus
Riskillisella¨ omaisuudella tai riskisijoituksilla tarkoitetaan varallisuutta jonka
tulevaisuuden arvoa ei tiedeta¨ varmasti. Kaikki omaisuus, joka ei ole riskito¨nta¨
omaisuutta (kuten ka¨teinen raha, pankkitalletukset tai valtion joukkovelkakir-
jalainat), omaa jonkinlaisen riskin, ja on siten riskillista¨ omaisuutta. Toisaalta
voidaan argumentoida, etta¨ kaikki omaisuus sisa¨lta¨a¨ jonkin laisen riskin, erityi-
sesti joukkovelkakirjalainat silloin kun markkinakorot ovat satunnaisia, vaikka
niiden tuotto on ennalta sovittu.
Omaisuus koostuu siis riskitto¨ma¨sta¨ omaisuudesta A(t) ja riskillisesta¨ omai-
suudesta S(t). Sijoittajan, jolla on hetkella¨ t x(t) osaketta ja y(t) rahaa pank-
kitililla¨, kokonaisomaisuus hetkella¨ t on
V (t) = x(t)S(t) + y(t)A(t).
olettaen, etta¨ strategia on itserahoittava. Paria (x(t), y(t)) kutsutaan sijoitus-
strategiaksi tai sijoitussalkuksi, V (t):n ollessa salkun arvo, tai toisinsanoen si-
joittajan varallisuus hetkella¨ t.
Keskitymme siis riskilliseen omaisuuteen, jolla ka¨yta¨nno¨ssa¨ tarkoitetaan usein
osakkeita, mutta se voi olla myo¨s esimerkiksi ulkomaista valuuttaa, kultaa tai
mika¨ tahansa hyo¨dyke jonka arvo voi vaihdella. Voimme yksinkertaisuuden
vuoksi ajatella, etta¨ riskillinen omaisuus on osake.
3 Osakekurssien dynamiikka
Usein sanotaan, etta¨ omaisuuserien hintojen muutosten ta¨ytyy olla satunnaisia,
tehokkaiden markkinoiden hypoteesin johdosta. Ta¨sta¨ hypoteesista on muuta-
mia eri versioita, mutta pohjimmiltaan kaikki sanovat kaksi asiaa kuten Wil-
mott, P., Howison, S. ja Dewynne, J kiteytta¨va¨t kirjassaan The Mathematics of
Financial Derivatives: A Student Introduction [3]:
• Omaisuusera¨n historia on otettu ta¨ydellisesti huomioon omaisuusera¨n ny-
kyisessa¨ arvossa, ja ei siten sisa¨lla¨ sen enempa¨a¨ informaatiota.
• Markkinat reagoivat va¨litto¨ma¨sti kaikkeen uuteen omaisuusera¨a¨ koske-
vaan informaatioon
Markkinahinta riippuu siis suuren ma¨a¨ra¨n toimijoita tekemista¨ valinnoista epa¨var-
muuden vallitessa. Vaikka osakkeiden hintoja ajatellaan satunnaisina, osakkei-
den hinnoista voidaan kuitenkin muodostaa matemaattisia malleja kuvaamaan
osakkeiden hintojen ka¨ytta¨ytymista¨.
Osakkeiden hintaa hetkella¨ t merkita¨a¨n S(t). Ta¨ma¨n hetkinen osakkeiden ar-
vo S(0) on sijoittajien tiedossa, tuleviin arvoihin S(t), t > 0 liittyy epa¨varmuutta.
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Arvo S(1) voi nousta tai laskea. Teemme Capin´skin ja Zastawniakin [1] tapaan
seuraavat oletukset:
Oletus 1. Osakkeiden tuleva arvo S(1) on satunnaismuuttuja, jolla on va¨hinta¨a¨n
kaksi, mutta a¨a¨rellinen ma¨a¨ra¨ mahdollisia arvoja.
Oletus 2. Kaikki osakkeiden arvot ovat positiivisia.
S(t) ≥ 0, t = 0, 1, 2, 3, ...
Oletus 3. Sijoittajalla voi olla osakkeita mika¨ tahansa ma¨a¨ra¨ x, missa¨
x ∈ R
Kun siloittajalla voi na¨in ollen olla jokin murto-osa osakkeita, niin osak-
keet ovat siis jaettavia. Likviditeetilla¨ tarkoitetaan markkinoiden ominaisuutta,
jonka mukaan mita¨ tahansa varallisuutta voidaan ostaa tai myyda¨ kysynna¨n
mukaan markkinahintaan mielivaltainen ma¨a¨ra¨. Ta¨ma¨ on tosin vain matemaat-
tinen ihanne, silla¨ todellisuudessa on kaupan volyymia koskevia rajoituksia.
Lyhyeksi myynnilla¨ tarkoitetaan tilannetta, jossa investoija lainaa osakkeen,
myy sen, ja ka¨ytta¨a¨ tuoton johonkin toiseen sijoitukseen. Osakkeen omistajalla
sa¨ilyy kaikki oikeudet osakkeeseen. Erityisesti omistaja on oikeutettu osakkeiden
mahdollisesti tuottamaan osinkoon ja ha¨n voi myyda¨ osakkeen milloin haluaa.
Ta¨ma¨n vuoksi sijoittajalla tulee aina olla riitta¨va¨t resurssit ta¨ytta¨a¨ mahdolliset
velvoitteet, erityisesti ostaa takaisin lainattu osake ja palauttaa se osakkeen
omistajalle. Ta¨sta¨ syysta¨ teemme seuraavan oletuksen:
Oletus 4. Sijoittajan varallisuudella on alaraja
V (t) ≥ η, t = 0, 1, . . .
missa¨ η ≤ 0
Ta¨ma¨ on alaraja velanotolle, kun velanotto lasketaan kokonaisvarallisuuden
mukaan. Sijoitussalkkua joka ta¨ytta¨a¨ ta¨ma¨n ehdon sanotaan hyva¨ksytta¨va¨ksi.
Arbitraasimahdollisuus on keino saada vaurautta ilman alkupa¨a¨omaa. Selva¨s-
tika¨a¨n arbitraasimahdollisuus ei voi olla olemassa ilman etta¨ se tulee hyvin no-
peasti hyo¨dynnetyksi. Ta¨ma¨n vuoksi teemme seuraavan oletuksen, kuten Elliott
ja Kopp, (1998)[5]:
Oletus 5. Ei ole olemassa hyva¨ksytta¨va¨a¨ salkkua alkuarvolla V (0) = 0, siten
etta¨ V (1) ≥ 0 todenna¨ko¨isyydella¨ 1.
Eli yksika¨a¨n investoija ei voi saada voittoa ilman riskia¨, ja alkusijoitusta,
eli arbitraasimahdollisuutta ei ole olemassa. Jos olisi olemassa porfolio, joka ei
noudata ta¨ta¨ periaatetta, sanoisimme etta¨ arbitraasimahdollisuus on olenmassa.
Ta¨ma¨ on Capin´skin ja Zastawniakin [1] mukaan markkinoiden perustava oletus,
markkinat eiva¨t siis salli riskito¨nta¨ voittoa ilman alkupa¨a¨omaa.
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Todellisuudessa arbitraasimahdollisuuksia esiintyy harvoin. Ta¨llainen mah-
dollisuus voisi ilmeta¨ esimerkiksi kun markkinoiden toimijat tekeva¨t jonkin vir-
heen, tai tilanteessa jossa samat instrumentit kaupataan eri markkinapaikoissa.
Jos ta¨llainen mahdollisuus kuitenkin ilmenee, niin siita¨ saatavat tuotot ovat
usein hyvin pienia¨, lisa¨ksi ne meneva¨t ohi hyvin nopeasti ja niita¨ on vaikea huo-
mata. Arbitraasimahdollisuuden poissulkeminen matemaattisesta mallista on
tarpeeksi la¨hella¨ todellisuutta, ja ka¨y ilmi, etta¨ se on hyo¨dyllisimpia¨ oletuksia
mallien kannalta. Ta¨ha¨n oletukseen perustuvat argumentit ovat finanssimate-
matiikan keskeisia¨ tyo¨kalija.
Matemaattisesti osakkeen arvo S(t) voidaan ilmaista positiivisena satunnais-
muuttujana todenna¨ko¨isyysksien joukossa Ω, siten etta¨
S(t) : Ω→ (0,∞).
Todenna¨ko¨isyysjoukko Ω sisa¨lta¨a¨ kaikki mahdolliset hinnanmuutosskenaariot
ω ∈ Ω. Jos markkina noudattaa ta¨ta¨ skenaariota, merkita¨a¨n hintaa hetkella¨ t
S(t, ω). Nyt voimme sanoa, etta¨ tuleville osakkeiden hinnoille S(t), missa¨ t >
0 on va¨hinta¨a¨n kaksi mahdollista skenaariota ω, ω˜ ∈ Ω, siten etta¨ S(t, ω) 6=
S(t, ω˜).
Olkoon aika diskreetti muuttuja, t = nτ , missa¨ n = 0, 1, 2, 3, ... ja τ on
kiintea¨ aika-askel, kuten vuosi, kuukausi, pa¨iva¨ ja niin edelleen. Koska oletamme
vuoden ajan yksiko¨ksi, kuukautta vastaa τ = 1/12, viikkoa vastaa τ = 1/52,
pa¨iva¨a¨ τ = 1/365, ja niin edelleen.
Notaation yksinkertaistamiseksi identifioimme kuitenkin Capin´skin ja Zas-
tawniakin [1] tavoin nτ :n n:ksi, ja kirjoitamme S(0), S(1), S(2), ..., S(n), ... (sen
sijaan, etta¨ kirjoittaisimme S(0), S(1τ),
S(2τ), ..., S(nτ), ...).
Tarkastellaan markkinaa, joka voi seurata kahta mahdollista skenaariota,
noususuhdannetta ω1 tai taantumaa ω2. Olkoon tietyn osakkeen ta¨ma¨nhetkinen
hinta x0, joka voi nousta noususuhdanteen ansiosta seuraavalla periodilla hin-
taan xn1 , tai taantuman seurauksena laskea hintaan x
t
1. Na¨issa¨ olosuhteissa
Ω = {ω1, ω2}, ja asettamalla τ = 1 saadaan
skenaario S(0) S(1)
ω1 (nousuhdanne) x0 x
n
1
ω2 (taantuma) x0 x
t
1
Samoin tilanne voidaan muodostaa kolmelle skenaariolle Ω = {ω1, ω2, ω3}
skenaario S(0) S(1) S(2)
ω1 x0 x
1
1 x
1
2
ω2 x0 x
2
1 x
2
2
ω3 x0 x
3
1 x
3
2
Na¨ma¨ hinnan muutokset voidaan esitta¨a¨ myo¨s puuna, ta¨sta¨ lisa¨a¨ myo¨hemmin.
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3.1 Tuotto
Osakekurssien dynamiikkaa voidaan tarkastella tuoton avulla. Oletetaan aluksi,
etta¨ osake ei maksa osinkoa.
Tuotto ilmaistaan osakkeiden tulevan arvon ja ta¨ma¨n hetkisen arvon erotuk-
sen osuutena ta¨ma¨n hetkisesta¨ arvosta.
Ks =
S(1)− S(0)
S(0)
Koska tuleva arvo S(1) on epa¨varma, myo¨s tuottoKs on epa¨varma. Yleista¨ma¨lla¨
ta¨ma¨ mille tahansa aikava¨lille [m,n], (oikeastaan siis va¨lille [mτ, nτ ]) saamme
seuraavat ma¨a¨ritelma¨t kuten Capin´ski ja Zastawniak 2010 [1]:
Ma¨a¨ritelma¨ 1. Tuottoaste, tai lyhyemmin vain tuotto K(n,m) va¨lille [n,m]
on satunnaismuuttuja
K(n,m) =
S(m)− S(n)
S(n)
.
Yhden aika-askeleen [n− 1, n] tuotto K(n) on
K(n) = K(n− 1, n) = S(n)− S(n− 1)
S(n− 1) ,
josta seuraa
S(n) = S(n− 1)(1 +K(n)).
Jos osake maksaa osinkoa div(n) ajan hetkella¨ n, ta¨ytyy tuoton ma¨a¨ritelma¨a¨
muuttaa. Kun osinko maksetaan, osakkeen hinta tippuu osingon verran. Koska
oikeus osinkoon on myo¨nnetty ennen osakkeen maksupa¨iva¨a¨, osakkeen arvon
tippuminen on jo huomioitu osakkeen hinnassa S(n). Joten investoija, joka ostaa
osakkeen ajanhetkella¨ n − 1 maksaen S(n − 1) ja toivoo myyva¨nsa¨ osakkeen
osakkeen hetkella¨ n, saa S(n) + div(n), ja tuotto on
K(n) =
S(n)− S(n− 1) + div(n)
S(n− 1)
On ta¨rkea¨a¨ ymma¨rta¨a¨ ero yksitta¨isen aika-askeleen tuoton, ja pidemma¨n
periodin tuoton va¨lilla¨. K(0, n) 6= K(1) + ...+K(n)
Lause 3.1. Hintasuhde pera¨kka¨isten yksitta¨isten askeleiden tuottojen ja yhdis-
tetyn periodin tuoton va¨lilla¨ on
1 +K(n,m) = (1 +K(n+ 1))(1 +K(n+ 2))...(1 +K(m)).
Todistus. Ma¨a¨ritelma¨sta¨n 1 perusteella
S(n) = S(n− 1)(1 +K(n)) (1)
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Ka¨ytta¨en ta¨ta¨ ma¨a¨ritelma¨a¨ saamme vastaavasti
S(n+ 1) = S(n)(1 +K(n+ 1))
Sijoittamalla S(n):n paikalle (1) saamme
S(n+ 1) = S(n− 1)(1 +K(n))(1 +K(n+ 1)). (2)
Ja vastaavasti sijoittamalla (2) saamme
S(n+ 2) = S(n− 1)(1 +K(n))(1 +K(n+ 1))(1 +K(n+ 2))
ja niin edelleen. Eli ma¨a¨ritelma¨sta¨ 1 seuraa etta¨
S(m) = S(n)(1 +K(n+ 1))(1 +K(n+ 2))...(1 +K(m)).
Toisaalta ma¨a¨ritelma¨sta¨ 1 seuraa, etta¨
S(m) = S(n)(1 +K(n,m)).
Jos nyt vertaamme na¨ita¨ kahta muotoilua hinalle S(m), saamme
S(n)(1 +K(n,m)) = S(n)(1 +K(n+ 1))(1 +K(n+ 2))...(1 +K(m)).
eli
1 +K(n,m) = (1 +K(n+ 1))(1 +K(n+ 2))...(1 +K(m)).
Ma¨a¨ritelma¨ 2. Aikava¨lin [n,m] logaritminen tuotto k(n,m) on satunnais-
muuttuja
k(n,m) = ln
S(m)
S(n)
Yhden periodin logaritminen tuotto k(n) on
k(n) = k(n− 1, n) = ln S(n)
S(n− 1)
niin etta¨
S(n) = S(n− 1)ek(n)
Tuoton K(n,m) ja logaritmisen tuoton k(n,m) suhde na¨hda¨a¨n vertaamalla
niiden ma¨a¨ritelmia¨, nimitta¨in
1 +K(m,n) = ek(m,n).
Ta¨ma¨n ansiosta voimme vaihtaa toisen tuoton toiseksi.
Jos osake maksaa osinkoa div(n) hetkella¨ n, ja ta¨ma¨ heijastuu hintaan S(n),
silloin logaritminen tuotto on muotoa
k(n) = ln
S(n) + div(n)
S(n− 1) .
Pera¨kka¨iset yhden aika-askeleen tuotot voidaan yhdista¨a¨ lisa¨a¨ma¨lla¨ ne yh-
teen, jotta saadaan koko periodin tuotto.
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Lause 3.2. Jos osinkoja ei makseta, niin
k(n,m) = k(n+ 1) + k(n+ 2) + ...+ k(m).
Todistus. Toisaalta
S(m) = S(n)ek(m,n)
logaritmisen ma¨a¨ritelma¨n perusteella. Toisaalta ka¨ytta¨ma¨lla¨ toistuvasti yhden
aika-askeleen tuottoa, saadaan
S(m) = S(n)ek(n+1)ek(n+2) . . . ek(m) = S(n)ek(n+1)+k(n+2)+...+k(m).
Tulos seuraa vertaamalla na¨ita¨ kahta ilmaisua.
Voimme siis kiteytta¨a¨ Moshe Levyn, Nathan Perskyn ja Sorin Solomin [2]
tavoin, etta¨ osakkeen tuotto muodostuu kahdesta elementista¨:
i Myyntivoitto (-tappio): Kysynna¨n ja tarjonnan laki, jonka ma¨a¨ritta¨a¨
kaikki investoijat, ma¨a¨ritta¨a¨ osakkeen hinnan. Jos sijoittaja omistaa osak-
keen, kaikki nousu (lasku) osakkeen hinnassa tarkoittaa sijoittajan omai-
suuden kasvua (va¨henemista¨).
ii Osinko: Yhtio¨ tekee voittoa ja jakaa osinkoja. Oletamme, etta¨ yhtio¨ jakaa
osingon div(n) per osake hetkella¨ t.
Yleistys yhdesta¨ riskillisesta¨ sijoituksesta moneen riskilliseen sijoitukseen on
suoraviivainen. Kuitenkin yksi osake on riitta¨va¨ ta¨ha¨n analyysiin, silla¨ rajoi-
tumme globaalien markkinoiden ilmio¨ihin, emmeka¨ halua tarkastella useampien
sijoitusten jakaumia.
3.2 Odotettu tuotto
Oletetaan, etta¨ tietyn aikaperiodin K tuotto tiedeta¨a¨n. Silloin voimme laskea
matemaattisen odotusavon E(K), niin sanotun odotetun tuoton.
Lause 3.3. Jos yhden askeleen tuotot K(n+1), . . . ,K(m) ovat riippumattomia,
niin
1 + E(K(n,m)) = (1 + E(K(n+ 1)))(1 + E(K(n+ 2))) . . . (1 + E(K(m))).
Todistus. Ta¨ma¨ on va¨lito¨n seuraus lauseesta 3.1 ja siita¨ etta¨ riippumattomien
satunnaismuuttujien tulon odotusarvo on odotusarvojen tulo. Eli vastaavasti jos
X ja Y ovat satunnaismuuttujia ja a ja b vakioita, niin pa¨tee, etta¨
E(aY + bX) = aE(Y ) + bE(X) (Verbeek 2012 [6])
(Huomaa etta¨ jos K(i):t ovat riippumattomia, niin satunnaismuuttujat 1+K(i),
missa¨ i = n+ 1, . . . ,m ovat myo¨s.)
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Huom. Logaritmisen tuoton tapauksessa yhteenlaskettavuus laajenee odotet-
tuun tuottoon, jos yhden askeleen tuotot ovat riippumattomia
E(k(n,m)) = E(k(n+ 1)) + E(k(n+ 2)) + · · ·+ E(k(m)).
Ta¨ma¨ pa¨tee koska satunnaismuuttujien summan odotusarvo on odotusarvojen
summa (Verbeek, 2012 [6]).
Ka¨yta¨nno¨ssa¨ on hankalaa estimoida todenna¨ko¨isyydet ja tuotot kaikille ske-
naarioille joita tarvitaan odotetun tuoton muodostamiseen. Helpompaa on las-
kea aiempien periodien keskima¨a¨ra¨inen tuotto, ta¨ssa¨ kuitenkin on ongelmana
se, etta¨ tulos voi muuttua huomattavasti valitun datan perusteella.
4 Binomipuumalli
Binomipuumalli on osakkeiden hintojen malli, joka mukautuu hyvin matemaat-
tisesti silla¨ se sisa¨lta¨a¨ va¨ha¨n parametreja ja olettaa samanlaisen yksinkertaisen
rakenteen jokaiselle solmulle, lisa¨ksi malli onnistuu ilmenta¨ma¨a¨n ylla¨tta¨va¨n mo-
nia todellisten markkinoiden ominaisuuksia.
Ma¨a¨ritella¨a¨n malli seuraavin ehdoin, kuten Capin´ski ja Zastawniak, 2010 [1]:
Ehto 4.0.1. Osakkeen yhden askeleen tuotot K(n) ovat identtisesti jakautu-
neita satunnaismuuttujia, niin etta¨
K(n) =
{
u todenna¨ko¨isyydella¨ p
d todenna¨ko¨isyydella¨ 1− p
jokaiselle aika-askeleelle n, missa¨ −1 < d < u ja 0 < p < 1.
Ta¨sta¨ ehdosta seuraa se, etta¨ osakkeiden hinnat S(n) voivat nousta tai laskea
jokaisella aika-askeleella kertoimella 1 + u tai 1 + d. Epa¨yhta¨lo¨t −1 < d < u
takaavat, etta¨ kaikki hinnat S(n) ovat positiivisia, jos hinta S(0) on positiivinen.
Eli Baxterin ja Rennien [4] sanoin oletamme etta¨ vain kaksi asiaa voi tapahtua
osakkeelle yhden aika-askeleen aikana: hinta voi liikkua ”ylo¨s”tai ”alas”. Kun
vain kaksi asiaa on sallittu tapahtuvan, saamme kuvainnollisesti oksan. Lisa¨ksi
satunnaisuudella on jonkinlainen rakenne, silla¨ mahdollisilla hinannmuutoksilla
on jotkin todenna¨ko¨isyydet.
Olkoon r yhden τ :n pituisen aika-askeleen riskitto¨ma¨n investoinnin tuotto.
Ehto 4.0.2. Riskitto¨ma¨n investoinnin yhden aika-askeleen tuotto r on sama
jokaisella aika-askeleella ja
d < r < u
Ja¨lkimma¨inen ehto kuvaa osakkeiden hintojen muutosta suhteessa riskitto¨ma¨a¨n
varallisuuteen, kuten ka¨teiseen tai rahaan pankkitililla¨. Epa¨yhta¨lo¨t d < r < u
ovat oikeutettuja silla¨ muutoin arbitraasimahdollisuus olisi olemassa.Voimme
yleista¨a¨ lauseen muotoon
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Lause 4.1. Binominen puumalli ei hyva¨ksy arbitraasia, jos ja vain jos
d < r < u.
Todistus. Aloitetaan yhden askeleen binomisella puulla. Ta¨ma¨n avulla rakenne-
taan myo¨s useamman aika-askeleen tapaus.
Yksi aika-askel. Oletetaan etta¨ r ≤ d.
• Lainataan yksi dollari riskitto¨ma¨lla¨ kurssilla
• Ostetaan 1/S(0) osaketta.
Eli rakennetaan sijoitussalkku missa¨ x = 1/S(0) ja y = −1, jonka arvo on
V (0) = 0. Yhden askeleen ja¨lkeen joko S(1) = S(0)(1+d) ja V (1) = −r+d ≥ 0,
tai S(1) = S(0)(1 + u) ja V (1) = −r + u > 0, mika¨ johtaa arbitraasiin.
Oletetaan seuraavaksi etta¨ u ≤ r.
• Ostetaan yksi joukkovelkakirja
• Myyda¨a¨n vajaa osake 1/S(0).
Saadaan salkku missa¨ x = −1/S(0) ja y = 1 ja¨lleen arvolla V (0) = 0. Yhden
askeleen ja¨lkeen ta¨ma¨n salkun arvo on V (1) = r−u ≥ 0 jos osakkeen arvo nousee
tai V (1) = r − d > 0 jos osakkeen arvo laskee, myo¨s huomioiden arbitraasin
mahdollisuus.
Lopulta oletetaan, etta¨ d < r < u. Jokaisen sijoitussalkun, jolla V (0) = 0
ta¨ytyy olla muotoa x = a/S(0) ja y = −a jollain luvulla a. Tarkastellaan kolmea
seuraavaa tilannetta:
1. a = 0 (triviaali salkku joka ei sisa¨lla¨ yhta¨a¨n rahaa tai osakkeita) jolloin
vastaavasti V (1) = 0.
2. a > 0 (ka¨teislaina sijoitettu osakkeeseen). Nyt V (1) = a(d − r) < 0 jos
osakkeenarvo laskee.
3. a < 0 (lyhyeksimyynti osakkeilla rahoitetut pitka¨aikaiset joukkovelkakir-
jat) ta¨ssa¨ tapauksessa (1) = a(u− r) < 0, jos osakkeen arvo nousee.
Arbitraasi on selva¨sti mahdoton, kun d < r < u
Yla¨ oleva argumentti na¨ytta¨a¨, etta¨ d < r < u jos ja vain jos arbitraasia ei
ole yhden periodin tapauksessa.
Useampi askel. Olkoon d < r < u ja oletetaan, etta¨ lo¨ytyy arbitraasistra-
tegia. Osakehintoja kuvastavan puun voidaan ajatella muodostuvan monesta
yhden askeleen osapuusta, kuten kuvassa 1.
Kuva 1
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Ottammalla pienimma¨n n jolle V (n) 6= 0, voidaan lo¨yta¨a¨ yhden askelen osapuu
juurella V (n − 1) ≤ 0 ja jonka V (n) ≥ 0 jokaisessa solmussa joka tulee ta¨sta¨
juuresta, ja joista va¨hinta¨a¨n yksi (n) > 0. Yhden askeleen tapauksen perusteella
ta¨ma¨ on mahdotonta jos d < r < u, ja pa¨a¨dymme ristiriitaan.
Ka¨a¨nta¨en oletetaan, etta¨ useamman askeleen binomisesta puusta ei lo¨ydy
arbitraasia. Nyt mista¨ tahansa strategiasta jolle V (0) = 0 voi seurata V (n) ≤ 0
milla¨ tahansa n, erityisesti V (1) ≤ 0. Ta¨sta¨ seuraa d < r < u ylla¨ olevan yhden
askeleen tapauksen argumentin perusteella.
Koska S(1)/S(0) = 1 +K(1) ehdosta 1 seuraa etta¨ satunnaismuuttuja S(1)
voi saada kaksi eri arvoa,
S(1) =
{
S(0)(1 + u) todenna¨ko¨isyydella¨ p
S(0)(1 + d) todenna¨ko¨isyydella¨ 1− p.
S(n):n arvot yhdessa¨ vastaavien todenna¨ko¨isyyksien kanssa voidaan lo¨yta¨a¨
mille tahansa n. Oksista siis muodostuu puu, kun jokaisen yksitta¨isen aika-
askeleen ”oksat”yhdisteta¨a¨n. n-askeleen osakkeiden hintapuussa jokainen ske-
naario (tai reitti puun la¨pi) tarkalleen i:lla¨ nousevalla, ja 1 − i:lla¨ laskevalla
hinnan muutoksella tuottaa saman osakkeen hinnan S(0)(1 +u)i(1 + d)n−i het-
kella¨ n. Ta¨llaisia skenaarioita on
(
n
i
)
kappaletta, jokaisen todenna¨ko¨isyys on
pi(1− p)n−i. Ta¨sta¨ saadaan
S(n) = S(0)(1 + u)i(1 + d)n−i todenna¨ko¨isyydella¨
(
n
i
)
pi(1− p)n−i [1]
missa¨ i = 0, 1, . . . , n. Osakkeen hinta S(n) hetkella¨ n on diskreetti satunnais-
muuttuja (n + 1):lla¨ mahdollisella arvolla. Ta¨ma¨ S(n):n jakauma on esitetty
kuvassa 2, kun n = 10, p = 0.5, S(0) = 1, u = 0.1 ja d = −0.1.
Kuva 2 (Capin´ski ja Zastawniak 2010 [1])
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Nousevien hinnan muutosten ma¨a¨ra¨ i on satunnaismuuttuja binomijakau-
malla. Sama pa¨tee laskevien hinnan muutosten ma¨a¨ra¨lle n− i. Ta¨ten sanomme,
etta¨ hinnanmuutosprosessi noudattaa binomista puuta. n-askeleen binomisesssa
puussa kaikkien skenaarioiden joukossa Ω, joka on siis n-askeleen reitit siirtyen
ylo¨s tai alas jokaisella askeleella, on 2n alkiota. Esimerkki kahden askeleen bino-
misesta puusta on esitetty kuvassa 3 ja kolmen askeleen kuvassa 4. Molemmissa
S(0) = 1 yksinkertaisuuden vuoksi.
Kuva 3
Kuva 4
4.1 Riskineutraali todenna¨ko¨isyys
Kun osakkeen tulevaa arvoa ei voida koskaan tieta¨a¨ varmasti, binomisen puun
avulla on mahdollista selvitta¨a¨ odotetut osakkeiden hinnat. On luonnollista ver-
rata na¨ita¨ odotusarvoja ja riskitto¨mia¨ investointeja.
Aluksi tarkastelemme osakkeiden hinnan odotusarvojen E(S(n)) dynamiik-
kaa kuten Capin´ski ja Zastawniak [1]. Kun n = 1
E(S(1)) = pS(0)(1 + u) + (1− p)S(0)(1 + d) = S(0)(1 + E(K(1))),
missa¨
E(K(1)) = pu+ (1− p)d
on yhdenaskeleen odotusarvo. Ta¨ma¨ voidaan laajentaa mille tahansa n seuraa-
vasti
Lause 4.2. Osakkeiden odotusarvot, missa¨ n = 0, 1, 2, . . . on
E(S(n)) = S(0)(1 + E(K(1)))n.
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Todistus. Koska yhden askeleen tuotot K(1),K(2), . . . ovat riippumattomia,
niin myo¨s satunnaismuuttujat 1 +K(1), 1 +K(2), . . . ovat. Ta¨sta¨ seuraa
E(S(n)) = E(S(0)(1 +K(1))(1 +K(2)) . . . (1 +K(n)))
= S(0)E(1 +K(1))E(1 +K(2)) . . . E(1 +K(n))
= S(0)(1 + E(K(1)))(1 + E(K(2))) . . . (1 + E(K(n))).
Koska tuotot K(n) ovat identtisesti jakautuneita, kaikilla on sama odotusarvo
E(K(1)) = E(K(2)) = · · · = E(K(n)),
mika¨ todistaa kaavan E(S(n)).
Jos ma¨a¨ra¨ S(0) oli tarkoitus sijoittaa riskitto¨ma¨sti hetkella¨ 0, se kasvaisi
ma¨a¨ra¨a¨n S(0)(1+r)n n askeleen ja¨lkeen. Selva¨sti verrataksemme arvoja E(S(n))
ja S(0)(1 + r)n, meida¨n ta¨ytyy verrata vain arvoja E(K(1)) ja r.
Kaikki osakesijoitukset sisa¨lta¨va¨t aina riskin, koska hinta S(n) on aina etuka¨teen
tuntematon. Tyypillinen riskia¨ va¨ltta¨va¨ investoija edellytta¨a¨ etta¨ E(K(1)) > r,
silla¨ perusteella etta¨ ha¨nen tulisi saada suurempi odotettu tuotto siita¨ hyva¨sta¨
etta¨ riski on suurempi. Ka¨a¨nteinen tilanne, missa¨ E(K(1)) < r voi kuitenkin
olla houkutteleva joillekin sijoittajille, jos riskillinen tuotto on korkea pienella¨
nollastapoikkeavalla todenna¨ko¨isyydella¨ ja matala suurella todenna¨ko¨isyydella¨.
tyypillisena¨ esimerkkina¨ ta¨sta¨ on lotto, missa¨ odotettu tuotto on negatiivinen.
Ta¨llaisia sijoittajia voidaan kutsua riskinottajiksi. Laajempaa tapausta mark-
kinoista jossa E(K(1)) = r sanotaan riskineutraaleiksi.
Merkita¨a¨n riskineutraalia todenna¨ko¨isyytta¨ p∗, ja vastaavaa riskineutraalia
odotusarvoa E∗, kuten Marek Capin´skin ja Tomasz Zastawniakin kirjassa [1],
jotka toteuttavat seuraavat ehdot:
E∗(K(1)) = p∗u+ (1− p∗)d = r
ja
p∗ =
r − d
u− d .
On ta¨rkea¨a¨ ymma¨rta¨a¨, etta¨ p∗ on matemaattinen objekti ja voi poiketa todelli-
sesta markkinoiden todenna¨ka¨isyydesta¨ p. Jos p = p∗, niin markkinat ovat riski-
neutraalit. Vaikka riskineutraalilla todenna¨ko¨isyydella¨ p∗ ei ole mita¨a¨n yhteytta¨
todelliseen todenna¨ko¨isyyteen p, ilmenee etta¨ todenna¨ko¨isyys p∗ on relevantimpi
kuin p johdannaisten arvioinnissa.
Riskineutraalin odotusarvon ehdosta seuraa
p∗(u− r) + (1− p∗)(d− r) = 0.
Geometrisesti ta¨ma¨ tarkoittaa sita¨, etta¨ paria (p∗, 1− p∗) vastaava vektori ava-
ruudessa R2 on ortogonaalinen vektorin (u − r, d − r) kanssa, joka kuvaa yk-
sitta¨isen osakkeen omistajan mahdollista yhden askelen voittoa, tai tappiota,
ostos on rahoitettu ka¨teislainalla korolla r. Ta¨ma¨ tilanne on kuvattu kuvassa 5.
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Kuva 5
Viiva pisteiden (0, 1) ja (1, 0) va¨lilla¨ koostuu kaikista mahdollisista pisteista¨
(p, 1 − p), missa¨ 0 < p < 1. Yksi na¨ista¨ pisteista¨ vastaa todellista markkinato-
denna¨ko¨isyytta¨, ja yksi riskineutraalia todenna¨ko¨isyytta¨.
4.2 Martingaali
Lauseen 3.2 perusteella hinnan S(n) odotusarvo riskineutraalilla todenna¨ko¨isyydella¨
p∗ on
E∗(S(n)) = S(0)(1 + r)n,
kun r = E∗(K(1)).
Lause 4.3. Olkoon osakkeen hinta n askeleen kuluttua S(n). Riskineutraaliksi
ehdolliseksi odotusarvoksi S(n+ 1) tulee
E∗(S(n+ 1)|S(n)) = S(n)(1 + r).
Todistus. Oleteaan, etta¨ S(n) = x n:n aika-askeleen ja¨lkeen. Nyt
E∗(S(n+ 1)|S(n) = x) = p∗x(1 + u) + (1− p∗)x(1 + d)
koska S(n + 1) saa arvon x(1 + u) todenna¨ko¨isyydella¨ p∗ ja arvon x(1 + d)
todenna¨ko¨isyydella¨ 1 − p∗. Koska E∗(K(1)) = p∗u + (1 − p∗)d = r, ta¨ma¨n
perusteella p∗(1 + u) + (1− p∗)(1 + d) = 1 + r, mista¨ seuraa etta¨
E∗(S(n+ 1)|S(n) = x) = x(1 + r)
mille tahansa S(n):n mahdolliselle arvolle x.
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Jakamalla yhta¨lo¨n E∗(S(n+ 1)|S(n)) = S(n)(1 + r) molemmat puolet
(1+r)n+1 saamme seuraavan tuloksen diskontatuille osakkeiden hinnoille S˜(n) =
S(n)(1 + r)−n.
Lause 4.4 (Martingaaliehto). Mille tahansa n = 1, 2, 3, . . .
E∗(S˜(n+ 1)|S(n)) = S˜(n)
Eli diskontatut osakkeiden hinnat S˜(n) riskineutraalilla todenna¨ko¨isyydella¨
p∗ muodostavat martingaalin. Todenna¨ko¨isyyteen p∗ viitataan myo¨s martingaali
todenna¨ko¨isyytena¨.
5 Muita malleja
5.1 Trinomipuumalli
Binomisen puumallin luonnollinen laajennus on trinominen puumalli, missa¨ yh-
den askelen tuotto saa kolme mahdollista arvoa K(n). Ideana on sallia hinnan
nousemisen tai laskemisen lisa¨ksi ottaa niiden va¨lisen arvon.
Vastaavasti kuin binomipuumallissa, ma¨a¨rittelemme trinomipuumallin Ca-
pin´skin ja Zastawniakin [1] tavoin seuraavin ehdoin:
Ehto 5.1.1. Yhden askelen tuotot K(n) ovat riippumattoomia satunnaismuut-
tujia, muotoa
K(n) =

u todenna¨ko¨isyydella¨ p
n todenna¨ko¨isyydella¨ q
d todenna¨ko¨isyydella¨ 1− p− q,
missa¨ −1 < d < n < u ja 0 < p, q, p+ q < 1.
Ta¨ma¨ tarkoittaa sita¨, etta¨ u ja d edustavat nousevia ja laskevia hinnan muu-
toksia kuten aiemmin, kun taas n edustaa va¨li hinnan muutosta, ka¨yta¨nno¨ssa¨
usein neutraalia ”muutosta”n = 0.
Ehto 5.1.2. Yhden askelen tuotto r riskitto¨ma¨ssa¨ investoinnissa on sama jo-
kaisella aika-askeleella ja
d < r < u.
Koska S(1)/S(0) = 1 + K(1), ehdosta 5.1.1 seuraa etta¨ S(1) saa kolme eri
arvoa
S(1) =

S(0)(1 + u) todenna¨ko¨isyydella¨ p
S(0)(1 + n) todenna¨ko¨isyydella¨ q
S(0)(1 + d) todenna¨ko¨isyydella¨ 1− p− q,
Ehto E∗(K(n)) = r riskineutraaleille todenna¨ko¨isyyksille p∗, q∗ voidaan kir-
joittaa muodossa
p∗(u− r) + q∗(n− r) + (1− p∗ − q∗)(d− r) = 0
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(p∗, q∗, 1 − p∗ − q∗) ajateltuna vektorina avaruudessa R3 on ortogonaalinen
vektorin (u − r, n − r, d − r) kanssa, joka esitta¨a¨ yksitta¨isen osakkeen omis-
tajan mahdollisia yhden askeleen voittoja tai tappioita, hankinta rahoitettu
ka¨teislainalla. Ta¨ma¨ tarkoittaa sita¨, etta¨ vektori (p∗, q∗, 1−p∗− q∗) leikkaa kol-
mion {(a, b, c) : a, b, c ≥ 0, a+b+c = 1} siten etta¨ kulkee kolmion ma¨a¨rittelema¨a¨
tasoa pitkin, ja taso on ortogonaalinen voittovektorin (u−r, n−r, d−r) suhteen.
Kuten kuvassa 6
Kuva 6
Ehto 4.1.2 takaa, etta¨ leikkaus on epa¨tyhja¨, silla¨ viiva joka sisa¨lta¨a¨ vektorin
(u − r, n − r, d − r) ei la¨vista¨ positiivista oktanttia, eli avaruuden R3 koordi-
naatiston osaa, jossa kaikki koordinaatit saavat vain positiivisia arvoja. Ta¨ssa¨
tapauksessa on a¨a¨retto¨ma¨n monta riskineutraalia todenna¨ko¨isyytta¨ leikkauksen
ollessa jana.
5.2 Jatkuva aika
Malleilla joissa aika ja hinta ovat diskreetteja¨ on ilmeisia¨ haittoja. Ne selva¨sti ra-
joittavat omaisuuden hintojen muutosten alaa kuten myo¨s ajanhetkien joukkoa,
jossa na¨ma¨ muutokset voivat tapahtua. Pyrimme pa¨a¨sema¨a¨n na¨ista¨ rajoitteista
siirtyma¨lla¨ binomisesta puumallista jatkuvaan aikaan.
Ajatellaan binomista puuta aika-askeleella τ = 1N , missa¨ N → ∞. Kaikissa
binomisissa puumalleissa aproksimoidulla jaksolla oletetaan etta¨ nousevien ja
laskevien hinnanmuutosten todenna¨ko¨isyys on 12 jokaisella askeleella.
Ta¨ssa¨ kontekstissa on ka¨teva¨a¨ ka¨ytta¨a¨ logaritmista tuottoa
k(n) = ln(1 +K(n)) =
{
ln(1 + u) todenna¨ko¨isyydella¨ 1/2
ln(1 + d) todenna¨ko¨isyydella¨ 1/2
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Yhden askeleen riskitto¨ma¨n tuoton kertoimen sijaan ka¨yta¨mme vastaavaa jat-
kuvaa yhdistettya¨ kerrointa r, joten τn pituisen aika-askeleen tuotto on eτr.
Merkita¨a¨n Capin´skin ja Zastawniakin [1] tavoinN :sta¨ τ :n pituisesta askelees-
ta koostuvan yksikko¨aikava¨lin [0, 1] logaritmisen tuoton k(1)+k(2)+ · · ·+k(N)
odotusarvoa parametrilla m, ja keskihajontaa parametrilla σ. Logaritmiset tuo-
tot k(1), k(2), . . . , k(N) ovat identtisesti jakautuneita ja riippumattomia, kuten
K(1),K(2), . . . ,K(N) ovat. Ta¨sta¨ seuraa etta¨
m = E(k(1) + k(2) + · · ·+ k(N))
= E(k(1)) + E(k(2)) + · · ·+ E(k(N)) = NE(k(n)),
σ2 = Var(k(1) + k(2) + · · ·+ k(N))
= Var(k(1)) + Var(k(2)) + · · ·+ Var(k(N)) = NVar(k(n))
kaikille n = 1, 2, ..., N . Ta¨ma¨ tarkoittaa etta¨ kaikilla k(n) on odotusarvo
m
N = mτ ja keskihajonta
√
σ2
N = σ
√
τ , joten jokaisen k(n) kahden mahdollisen
arvon ta¨ytyy olla
ln(1 + u) = mτ + σ
√
τ ,
ln(1 + d) = mτ − σ√τ .
Otetaan ka¨ytto¨o¨n riippumattomien satunnaismuuttujien jakso ξ(n), joilla
jokaisella on kaksi arvoa
ξ(n) =
{
+
√
τ todenna¨ko¨isyydella¨ 1/2
-
√
τ todenna¨ko¨isyydella¨ 1/2
nyt voimme kirjoittaa logaritmisen tuoton Marek Capin´skin ja Tomasz Zastaw-
niakin tavoin [1] muotoon
k(n) = mτ + σξ(n).
Kun p = 1/2 ja ξ(n)2 = τ , odotusarvo E(ξ(n)) on
E(ξ(n)) =
1
2
√
τ − 1
2
√
τ = 0,
ja varianssi Var(ξ(n)) on
Var(ξ(n)) = E(ξ(n)2 − Eξ(n))2 = 1
2
τ +
1
2
τ = τ
Aikasarjaa y(n) = ξ(n) kutsutaan ”valkoiseksi kohinaprosessiksiksi”, jos se
toteuttaa seuraavat ehdot (Verbeek(2012)[6]):
• E(ξ(n)) = 0
• Var(ξ(n)) = σ2ξ
• E(ξ(n), ξ(m)) = 0, n 6= m
17
Seuraavaksi otamme ka¨ytto¨o¨n kiinnostavan ketjun satunnaismuuttujia w(n),
jota kutsumme satunnaiskuluksi, siten etta¨
w(n) = ξ(1) + ξ(2) + · · ·+ ξ(n),
ja w(0) = 0.
Selva¨sti ξ(n) = w(n)− ξ(1) + ξ(2) + · · ·+ ξ(n− 1) = w(n)−w(n− 1). Viimeisen
yhta¨lo¨n johdosta, ξ(n) viittaavat satunnaiskulun w(n) askeliin. Satunnaiskulku
on siis valkoisen kohinaprosessin kumuloituva summa (Verbeek, 2012 [6]).
Ta¨sta¨ eteenpa¨in kirjoitamme usein S(n) ja w(n) sijaan S(t) ja w(t), missa¨
t = τn ja n = 1, 2, ....
Lause 5.1. Osakkeen hinta hetkella¨ t = τn on
S(t) = S(0)exp(mt+ σw(t)).
Todistus. Yhta¨lo¨n S(n) = S(n− 1)ek(n) perusteella
S(t) = S(nτ) = S(nτ − τ)ek(n)
= S(nτ − 2τ)ek(n−1)+k(n)
= · · · = S(0)ek(1)+...+k(n)
= S(0)emnτ+σ(ξ(1)+...+ξ(n))
= S(0)emτ+σw(t),
mika¨ piti todistaa.
Saavuttaaksemme jatkuvan ajan ka¨yta¨mme Capin´skin ja Zastawniakin [1]
tavoin approksimaatiota
ex ≈ 1 + x+ 1
2
x2,
joka on tarkka pienille x:n arvoille, jotta saadaan
S(nτ + τ)
S(nτ)
= ek(n+1) ≈ 1 + k(n+ 1) + 1
2
k(n+ 1)2.
Sitten laskemme
k(n+1)2 = (mτ+σξ(n+1))2 = (mτ±στ 12 )2 = m2τ2±2mστ 32 +σ2τ = σ2τ+. . .
Missa¨ ”. . . ”edustaa kaikkia τ :n yhta¨ suurempia potensseja, mika¨ voidaan ja¨tta¨a¨
pois silla¨ ne ovat paljon pienempia¨ kuin edelta¨va¨ termi pienilla¨ τ :n arvoilla.
Seuraavaksi
S(nτ + τ)
S(nτ)
≈ 1 +mτ + σξ(n+ 1) + 1
2
σ2τ
= 1 +
(
m+
1
2
σ2
)
τ + σξ(n+ 1),
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ja siis
S(nτ + τ)− S(nτ) ≈
(
m+
1
2
σ2
)
S(nτ)τ + σS(nτ)ξ(n+ 1).
Koska ξ(n+1) = w(nτ+τ)−w(nτ), saadaan approksimaatio osakkeiden hintojen
dynamiikasta kuten Marek Capin´ski ja Tomasz Zastawniak 2010 [1]:
S(t+ τ)− S(t) ≈
(
m+
1
2
σ2
)
S(t)τ + σS(t)(w(t+ τ)− w(t)), (3)
missa¨ t = nτ . Ta¨ma¨n approksimaation ratkaisu S(t) on annettu samalla kaavalla
kuin lause 5.1.
Mille tahansa N = 1, 2, . . . ajatellaan binominen puumalli aika-askeleella
τ = 1N . Olkoon SN (t) vastaava osakkeen hinta ja olkoon wN (t) vastaava sym-
metrinen satunnaiskulku askeleilla ξN (t) = wN (t)−wN (t− 1N ), missa¨ t = nN on
ajanhetki n askeleen ja¨lkeen. Koska ξN (i) ovat riippumattomia, E(ξN (i)) = 0
ja Var(ξN (i)) =
1
N kaikille i = 1, 2, . . . , ta¨sta¨ seuraa
E(wN (t)) = E(ξN (1) + · · ·+ ξN (N))
= E(ξN (1)) + · · ·+ E(ξN (N)) = 0,
Var(wN (t)) = Var(ξN (1) + · · ·+ ξN (N))
= Var(ξN (1)) + · · ·+ Var(ξN (N)) = n
N
= t
Ka¨yteta¨a¨n keskeista¨ raja-arvolausetta saadaksemme satunnaiskulun wN (t) raja-
arvon, kuten N →∞. Capin´ski ja Zastawniak (2001) [7] muotoilevat keskeisen
raja-arvolauseen sanomalla, etta¨ S(n)n on asymptooppisesti normaalijakautunut
odotusarvolla E
(
S(n)
n
)
= a ja varianssilla Var
(
S(n)
n
)
= σ
2
n .
Ta¨ta¨ varten asetamme
x(n) =
k(n)−mτ
σ
√
τ
jokaiselle n = 1, 2, . . . , joka on ketju riippumattomia identtisesti jakautuneita sa-
tunnaismuuttujia, odotusarvolla 0 ja varianssilla 1. Keskeisesta¨ raja-arvolauseesta
seuraa, etta¨
x(1) + x(2) + · · ·+ x(n)√
n
→ X,
kun n→∞, missa¨ X on satunnaismuuttuja standardinormaalijakaumalla (odo-
tusarvolla 0 ja varianssilla 1).
Kiinniteta¨a¨n t > 0. Koska satunnaiskulku wN on ma¨a¨ritelty vain diskreettien
aikojen ollessa askeleen τ = 1N monikertoja, ka¨sittelemme wN (tN ), missa¨ tN on
t:ta¨ la¨hin 1N monikerta. Nyt selva¨sti NtN on kokonaisluku kaikilla N , voimme
kirjoittaa kuten Capin´ski ja Zastawniak 2010 [1]
wN (tN ) =
√
tN
x(1) + x(2) + · · ·+ x(NtN )√
NtN
.
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Kun N →∞, saadaan tN → t ja NtN →∞, joten
wN (tN )→W (t)
jakumassa, jossaW (t) =
√
tX. Viimeinen yhta¨lo¨ tarkoittaa etta¨W (t) noudattaa
normaalijakaumaa odotusarvolla 0 ja varianssilla t.
Ta¨ma¨ keskeiseen raja-arvolauseeseen perustuva argumentti toimii kaikille
kiinteille t > 0. Tulos voidaan laajentaa saadaksemme raja-arvon kaikille t > 0
samanaikaisesti, mutta emme ka¨sittele sita¨ ta¨ssa¨. Raja-arvoa W (t) kutsutaan
Wiener-prosessiksi. Se saa monia satunnaiskulun ominaisuuksia, esimerkiksi;
1. W (0) = 0, mika¨ vastaa wN (0) = 0.
2. E(W (t)) = 0, vastaa E(wN (t)) = 0
3. Var(W (t)) = t, jolla on diskreetti vastine Var(wN (t)) = t
4. Askelet W (t3) −W (t2) ja W (t2) −W (t1) ovat riippumattomia kun 0 ≤
t1 ≤ t2 ≤ t3; niin ovat myo¨s askelet wN (t3)−wN (t2) ja wN (t2)−wN (t1).
5. W (t) noudattaa normaalijakaumaa odotusarvolla 0 ja varianssilla t, tihey-
della¨ 1√
2pit
e−
x2
2t . Ta¨ma¨ liittyy wN (t):n jakaumaan. Ja¨lkimma¨inen ei ole
normaali, mutta la¨hestyy normaalijakaumaa keskeisen raja-arvolauseen
perusteella.
Ta¨rkea¨ ero W (t):n ja wN (t):n va¨lilla¨ on on se etta¨ W (t) on ma¨a¨ritelty kaikille
t ≥ 0, kun taas aika satunnaiskulussa wN (t) on diskreetti, t = nN , missa¨ n =
0, 1, 2, . . . .
SN (t):n raja-arvosta N →∞ saatu hintaprosessi ilmaistaan S(t), Kun SN (t)
toteuttaa approksimaation (3) asianmukaisin muutoksin, eli
SN (t+
1
N
)− SN (t) ≈
(
m+
1
2
σ2
)
SN (t)
1
N
+ σSN (t)(wN (t+
1
N
)− wN (t)),
jatkuva-aikaiset osakkeiden hinnat S(t) toteuttavat yhta¨lo¨n muotoa.
dS(t) =
(
m+
1
2
σ2
)
S(t)dt+ σS(t)dW (t). (4)
Ta¨ssa¨ dS(t) = S(t + dt) − S(t) ja dW (t) = W (t + dt) −W (t) ovat S(t):n ja
W (t):n infinitesimaalisen intervallin dt kasvut. Ratkaisuiden kaavat ovat myo¨s
samanlaiset,
SN (t) = SN (0) exp (mt+ σwN (t))
diskreetissa¨ tapauksessa, kun taas
S(t) = S(0) exp (mt+ σW (t))
jatkuvassa tapauksessa.
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Koska W (t) noudattaa normaalijakaumaa odotusarvolla 0 ja varianssilla t,
siita¨ seuraa etta¨ lnS(t) noudattaa normaalijakaumaa odotusarvolla lnS(0)+mt
ja varianssilla σ2t. Ta¨ata¨ johtuen sanotaan etta¨ jatkuva-aika hintaprosessilla
S(t) on log normaalijakauma. Lukua σ kutsutaan hinnan S(t) volatiliteetiksi.
Jakauman S(t) tiheys on esitetty kuvassa 7, missa¨ t = 10, S(0) = 1, m = 0 ja
σ = 0, 1 Ta¨ta¨ voidaan verrata diskreettiin jakaumaan (kuvassa 2)
Kuva 7 (Capin´ski ja Zastawniak 2010 [1])
Huom. Yhta¨lo¨ (4) ja kasvut dS(t), dW (t) ja dt on esitelty ylla¨ vain epa¨formaalisti
analogisesti diskreetin tapauksen kanssa. Ne voidaan antaa ta¨sma¨llisesti stokas-
tisessa laskennassa, teoriassa perustavanlaatuisia sovelluksia edistyneessa¨ mate-
maattisessa taloustieteessa¨. Erityisesti (4) on esimerkki stokastisesta differenti-
aaliyhta¨lo¨sta¨.
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Osa II
Opetuspaketti
6 Opetuspaketin tavoitteet
Opetuspaketin tavoitteena on tutustuttaa opiskelija riskillisen omaisuuden, ka¨y-
ta¨nno¨ssa¨ osakkeiden hintojen, mallintamiseen ja ymma¨rta¨miseen, seka¨ hahmot-
taa varallisuuden erilaisia muotoja ja niiden ominaisuuksia. Opetuspaketissa
ka¨sitella¨a¨n osakekurssien dynamiikkaa, tuottoa, odotettua tuottoa seka¨ bino-
mipuumallia osakkeiden hintojen mallina. Lisa¨ksi tutustutaan riskineutraaliin
todenna¨ko¨isyyteen ja martingaaliin.
Raha ja omaisuus ovat kaikkia koskettavia asioita, joten aiheet sopivat kai-
kille, ja niilla¨ on selva¨ yhteys arkiela¨ma¨a¨n. Matemaattisen ajattelun ja mallin-
tamisen yhteys todellisiin ilmio¨ihin on siis opetuspaketin aiheiden osalta ilmei-
nen, eika¨ vaadi erillista¨ motivointia. Erityisesti opetuspaketista on hyo¨tya¨ niille,
jotka ovat kiinnostuneet sijoittamisesta ja osakemarkkinoista, vedonlyo¨nnista¨,
arpapeleista¨ tai matemaattisista mallinnuksista erilaisille arkiela¨ma¨n ilmio¨ille.
Opetuspaketti on suunniteltu esitta¨ma¨a¨n ensimma¨isen osan teoriaa yksinker-
taisemmin ja selkea¨mmin, niin etta¨ aihe soveltuu koulussa, erityisesti lukiossa
opetettavaksi. Perusopetukseen paketin sisa¨lto¨ on haastavaa, silla¨ pohjatietoina
on hyva¨ olla taitoja joita ka¨sitella¨a¨n ja syvenneta¨a¨n lukio-opetuksessa, kuten
tilasto- ja todenna¨ko¨isyys laskentaa, yhta¨lo¨ita¨ ja potenssilaskuja.
Opetuspaketissa teoriaa on helpotettu yksinkertaistamalla notaatiota. Esi-
merkiksi mahdollisuuksien joukon suhteen tyydymme puhumaan eri skenaariois-
ta numeroimalla ne, skenaario 1, skenaario 2 ja skenaario 3. Lisa¨ksi joitain eh-
toja ja ma¨a¨ritelmia¨ on karsittu ja lauseiden todistukset on ja¨tetty teoriaosioon.
Teorian eksaktius toki hieman ka¨rsii notaation yksinkertaistuksesta, mutta kos-
ka kyse ei ole yliopistoon suunnatusta opetuksesta, niin pa¨a¨paino on keskeisten
ideoiden hahmottamisessa.
Opetuspaketti sisa¨lta¨a¨ helpompia ja haastavampia tehta¨via¨, jotta opetuk-
sen eriytta¨minen on mahdollista. Esimerkiksi osakekursseista, tuotosta ja bi-
nomipuumallista saa yksinkertaisia esimerkkeja¨ ja tehta¨via¨ hyo¨dynta¨ma¨lla¨ hel-
pompia kokonaisuuksia, kun riskineutraalitodenna¨ko¨isyys ja martingaali ovat
mahdollisesti hieman haastavampia aiheita. Kaikista aiheista on kuitenkin py-
ritty tekema¨a¨n myo¨s yksinkertaisia tehta¨via¨ ja lisa¨a¨ma¨a¨n teoriaa selkeytta¨via¨
esimerkkeja¨. Esimerkeissa¨ 1, 4, 5, 6, 9 ja tehta¨vissa¨ 4, 6, 7, 9, 10, 13, 14, 15,
16, 20, 21 on hyo¨dynnetty Capin´skin ja Zastawniakin Mathematics for Finance
-kirjan [1] tehta¨via¨. Paketin lopussa on myo¨s esitetty kaikkiin paketin tehta¨viin
ratkaisut.
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6.1 Opetuspaketti ja lukion opetussuunnitelman perus-
teet
2019 lukion opetussuunnitelmassa [8] mainitaan matematiikan opetuksen tehta¨-
va¨ksi ohjata opiskelijaa ymma¨rta¨ma¨a¨n matematiikan merkityksen nykyajan kult-
tuureissa ja huomaamaan sen va¨ltta¨ma¨tto¨myyden eri aloilla. Alasta riippumat-
ta raha ja omaisuus koskevat kaikkia yhteiskunnan ja¨senia¨ ja omaisuuden hal-
lintaan liittyva¨t tiedot ja taidot ovat arkiela¨ma¨n kannalta hyo¨dyllisia¨. Eli myo¨s
2019 lukion opetussuunnitelmassa mainittu arkiela¨ma¨n ja matematiikan va¨listen
yhteyksien tutkiminen seka¨ yhteiskunnallinen osaaminen toteutuvat ta¨ma¨n ope-
tuspaketin sisa¨llo¨n puitteissa. Lisa¨ksi mainitaan, etta¨ opetuksen la¨hto¨kohdat va-
litaan opiskelijoita kiinnostavista aiheista, ilmio¨ista¨ ja niihin liittyvista¨ ongel-
mista, joita voidaan ratkoa matematiikan avulla.
Lukion matematiikan opetuksen tavoitteisiin lukeutuu, etta¨ opiskelija ymma¨r-
ta¨a¨ matematiikan ka¨ytto¨kelpoisena va¨lineena¨, kun mallinnetaan, hallitaan tai
ennustetaan yhteiskunnan tai talouden ilmio¨ita¨, seka¨ etta¨ opiskelija rakentaa
matemaattista pohjaa jatko-opinnoilleen. Opetuspaketti voi vastata kumpaan-
kin na¨ista¨ tavoitteista silla¨ toisaalta opetuspaketissa mallinnetaan osakemarkki-
noita matematiikan avulla, ja toisaalta opetuspaketti luo pohjaa erityisen hyvin
jos jatko-opinnot suuntautuvat matematiikkaan, taloustieteeseen tai kauppatie-
teisiin.
Nykya¨a¨n opetussuunnitelmasta lo¨ytyy uudehkona kokonaisuutena talousma-
tematiikan kurssi, jota ei ennen ole lo¨ytynyt pitka¨n matematiikan puolelta. Va-
likoituja osia ta¨sta¨ opetuspaketista voi siis liitta¨a¨ pitka¨n matematiikan MAA9
Talousmatematiikka -kurssiin, jonka yhtena¨ tavoitteena on oppia sovittamaan
taloudellisiin tilanteisiin matemaattisia malleja ja ymma¨rta¨a¨ niiden rajoituk-
set. Vastaavasti lyhyen matematiikan puolella MAB6 Talousmatematiikan al-
keet -kurssilla seka¨ MAB7 Talousmatematiikka -kurssilla voi soveltaa opetus-
paketin osia opiskelijoiden sen hetkiseen osaamiseen suhteutettuna. Kokonai-
suudessaan opetuspaketin mahduttaminen voi olla hankalaa olemassa oleviin
kursseihin, silla¨ lukiossa aikataulut ovat varsin tiukkoja. Opetuspaketista voi
kuitenkin lo¨yta¨a¨ osioita jotka voi liitta¨a¨ olemassa oleviin matematiikan kurssei-
hin, tai suurempana kokonaisuutena hyo¨dynta¨a¨ koulukohtaisissa valinnaisissa
syventa¨vissa¨ matematiikan kursseissa.
Opetuspaketin soveltuvuutta lukio-opetukseen voi tarkastella myo¨s yhteis-
kuntaopin kannalta, silla¨ yhteiskuntaopin opetuksen yhtena¨ tehta¨va¨na¨ on vah-
vistaa opiskelijan talousosaamista. Lisa¨ksi yhteiskuntaoppi kehitta¨a¨ opiskelijan
hyvinvointiosaamista vahvistamalla oman ela¨ma¨n ja taloudenhallinnan taito-
ja. Myo¨s yhteiskuntaopin pyrkimys vahvistaa jatko-opintovalmiuksia toteutuu
paketin osalta vastaavasti kuin matematiikassa. Yhteiskuntaopin osa-alueista
ta¨ma¨n opetuspaketin sisa¨lto¨ soveltuu parhaiten taloustieteeseen, eli joitain osia
voi olla mahdollista soveltaa kurssilla YH2 Taloustieto, tai koulukohtaisissa so-
veltavissa valinnaisissa kurssiessa.
Toisenlaisena vaihtoehtona opetuspakettia on mahdollista hyo¨dynta¨a¨ lukio-
opetuksessa ainerajat ylitta¨vissa¨ ilmio¨opetuksen kursseissa. Na¨ma¨ kurssit an-
tavat la¨hes rajattomat mahdollisuudet erilaisille kokonaisuuksille opiskelijoiden
23
kiinnostuksen mukaan. Opetuspaketissa matematiikka ja yhteiskuntaoppi lin-
kittyva¨t varsin saumattomasti ja voidaan hyo¨dynta¨a¨ ja syventa¨a¨ opiskelijoiden
mahdollista kiinnostusta esimerkiksi sijoittamiseen ja osakemarkkinoihin.
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7 Osakekurssit
Omaisuuden voidaan ajatella koostuvan kahdesta osasta: riskitto¨ma¨sta¨ pa¨a¨omasta
ja riskillisesta¨ pa¨a¨omasta. Riskito¨nta¨ pa¨a¨omaa on omaisuus joka ei sisa¨lla¨ riskia¨,
kuten ka¨teinen lompakossa tai raha pankkitililla¨ ajatellaan usein riskitto¨ma¨ksi
omaisuukdeksi. Toisaalta voidaan argumentoida etta¨ kaikki omaisuus sisa¨lta¨a¨
jonkinlaisen riskin, mutta pita¨ytya¨ksemme yksinkertaisemmassa luokittelussa,
tarkoitamme riskillisella¨ pa¨a¨o¨malla omaisuutta joka sisa¨lta¨a¨ ilmeisen riskin, eli
omaisuutta jonka tulevasta arvosta ei ole varmuutta. Ta¨llaista omaisuutta ovat
esimerkiksi osakkeet, silla¨ emme tieda¨ miten osakekurssit tulevat vaihtelemaan,
eli emme tieda¨ nouseeko vai laskeeko osakkeen arvo tulevaisuudessa.
Puhumme siis riskillisesta¨ omaisuudesta osakkeina, ja osakkeisiin liittyen
teemme muutaman oletuksen:
• Osakkeiden tuleva arvo on satunnaismuuttuja.
• Osakkeiden arvot ovat positiivisia.
• Sijoittajalla voi olla osakkeita mika¨ tahansa ma¨a¨ra¨.
Merkita¨a¨n osakkeen arvoa S(t), missa¨ t on ajanhetki t = 0, 1, 2, 3, . . . . Ajan-
hetket voivat olla vuosia, kuukausia, pa¨ivia¨, tai niin edelleen. Usein kuitenkin
ka¨yteta¨a¨n vuotta yhtena¨ aika-askeleena. Aika hetkella¨ t = 0 on nykyhetki, eli
S(0) on osakkeen nykyinen arvo ja t = 1 on vuoden kuluttua, eli S(1) on osak-
keen arvo vuoden kuluttua.
Tarkastellaan markkinaa joka voi seurata kahta mahdollista skenaariota,
noususuhdannetta tai taantumaa. Merkita¨a¨n tietyn osakkeen ta¨ma¨nhetkista¨
hintaa x0, joka voi nousta noususuhdanteen ansiosta seuraavalla periodilla hin-
taan xn1 tai taantuman seurauksena laskea hintaan x
t
1. Voimme esitta¨a¨ osakkeen
hinnan mahdolliset muutokset talulukossa:
skenaario S(0) S(1)
1 noususuhdanne x0 x
n
1
2 taantuma x0 x
t
1
Samoin tilnne voidaan muodostaa kolmelle skenaariolle; skenaario 1, skenaa-
rio2 ja skenaario 3:
skenaario S(0) S(1) S(2)
1 x0 x
1
1 x
1
2
2 x0 x
2
1 x
2
2
3 x0 x
3
1 x
3
2
Esimerkki 1. Ajatellaan markkinoita joissa on vain kaksi mahdollista tilaa:
nousukausi (skenaario 1) ja taantuma (skenaario 2). Osakkeen ta¨ma¨nhetkinen
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hinta on 10 euroa, joka voi nousta nousukausivuoden kuluttua 12 euroon, tai las-
kea 7 euroon taantumavuoden ja¨lkeen. Na¨iden kahden skenaarion olosuhteissa,
kun asetetaan t = 1, saadaan
skenaario S(0) S(1)
1 (noususuhdanne) 10 12
2 (taantuma) 10 7
Eri skenaarioita osakkeen hinnan muutoksille voidaan hahmotella esitta¨ma¨lle
ne ”puuna”. Vasemmalla puun juurena on osakkeen nykyinen arvo ja eri ske-
naariot ta¨sta¨ juuresta alkavia oksia. Puuhun saadaan siis hahmoteltua kaikki
osakkeen eri skenaariot.
Esimerkki 2. Oletetaan nyt, etta¨ markkinoilla on kolme mahdollista skenaario-
ta, 1, 2 ja 3. Osakkeiden hinnat saavat seuraavat arvot kahdella aika-askeleella:
skenaario S(0) S(1) S(2)
1 55 58 60
2 55 58 52
3 55 52 53
Na¨ma¨ hinnan muutokset voidaan esitta¨a¨ puun avulla, kuten kuvassa 1. Puu
havainnollistaa eri skenaariot polkuina puun la¨pi juuresta vasemmalta solmujen
kautta oikealle oksien ka¨rkiin.
Kuva 1
7.0.1 Tehta¨via¨
Tehta¨va¨ 1. Ajatellaan markkinoita joissa on kolme mahdollista skenaariota,
ja yksi aika-askel vastaa yhta¨ vuotta. Osakkeen ta¨ma¨nhetkinen hinta on 10 eu-
roa, eli S(0) = 10, joka voi skenaarion 1 toteutuessa nousta 2 euroa ensimma¨isen
vuoden aikana ja sitten laskea 2 euroa toisen vuoden aikana. Skenaarion 2 toteu-
tuessa osakkeen hinta nouee yhden euron ensimma¨isen vuoden aikana ja nousee
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viela¨ 2 euroa toisen vuoden aikana. Skenaarion 3 toteutuessa osakkeen hinta
laskee 3 euroa ensimma¨isen vuoden aikana ja nousee 5 euroa toisen vuoden
aikana.
Esita¨ osakkeen mahdolliset hinnanmuutokset taulukkona.
Tehta¨va¨ 2. Hahmottele puu, joka esitta¨a¨ markkinoita joissa osakkeen hinnat
noudattavat seuraavia skenaarioita
skenaario S(0) S(1) S(2)
1 100 110 120
2 100 105 100
3 100 90 100
7.1 Tuotto
Osakekurssien dynamiikkaa voidaan tarkastella tuoton avulla. Osakkeen tuotto
muodostuu kahdesta elementista¨: myyntivoitosta (tai -tappiosta) ja osingosta.
Tilanteessa, jossa osake ei maksa osinkoa, tuotto ilmaistaan osakkeiden tu-
levan arvon ja ta¨ma¨n hetkisen arvon erotuksen osuutena ta¨ma¨n hetkisesta¨ ar-
vosta.
Ks =
S(1)− S(0)
S(0)
Koska tuleva arvo S(1) on epa¨varma, myo¨s tuotto Ks on epa¨varma. Voim-
me yleista¨a¨ ta¨ma¨n mille tahansa aikava¨lille [n,m] ja saamme tuottoasteen, tai
lyhyemmin vain tuoton K(n,m) joka on satunnaismuuttuja
K(n,m) =
S(m)− S(n)
S(n)
.
Yhden aika-askeleen [n− 1, n] tuotto K(n) on
K(n) = K(n− 1, n) = S(n)− S(n− 1)
S(n− 1) ,
josta seuraa
S(n) = S(n− 1)(1 +K(n)).
Esimerkki 3. Edellisen esimerkin tilanteessa tuotot ovat satunnaismuuttujia
seuraavin arvoin:
skenaario K(1)
1 20%
2 −30%
Silla¨ skenaariossa 1: K(1) = 12−1010 = 0, 2,
ja skenaariossa 2: K(1) = 7−1010 = −0, 3
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Jos osake maksaa osinkoa div(n) ajan hetkella¨ n, ta¨ytyy tuoton ma¨a¨ritelma¨a¨
muuttaa. Kun osinko maksetaan, osakkeen hinta tippuu osingon verran. Koska
oikeus osinkoon on myo¨nnetty ennen osakkeen maksupa¨iva¨a¨, osakkeen arvon
tippuminen on jo huomioitu osakkeen hinnassa S(n). Joten investoija, joka ostaa
osakkeen ajanhetkella¨ n−1 maksaen S(n−1) ja toivoo myyva¨nsa¨ osakkeen ajan
hetkella¨ n, saa S(n) + div(n), ja tuotto on
K(n) =
S(n)− S(n− 1) + div(n)
S(n− 1)
josta seuraa
S(n) = S(n− 1)(1 +K(n))− div(n).
Esimerkki 4. Jos edellisen esimerkin tilanteessa osake maksaa osinkoa yhden
euron, tuotot ovat
skenaario K(1)
1 30%
2 −20%
Silla¨ skenaariossa 1: K(1) = 12−10+110 = 0, 3,
ja skenaariossa 2: K(1) = 7−10+110 = −0, 2
On ta¨rkea¨a¨ ymma¨rta¨a¨ ero yksitta¨isen aika-askeleen tuoton, ja pidemma¨n
periodin tuoton va¨lilla¨, silla¨ on hyvin mahdollista, etta¨ esimerkiksi K(0, 2) 6=
K(1) +K(2)
Esimerkki 5. Oletetaan, etta¨ S(0) = 100euroa.
• Ajatellaan tilannetta, jossa S(1) = 110 ja S(2) = 100 euroa. Ta¨ssa¨ ta-
pauksessa K(0, 2) = 0%, kun K(1) = 10% ja K(2) ≈ −9.09%, yhden
askeleen tuottojen K(1) ja K(2) summa on positiivinen ja suurempi kuin
K(0, 2).
• Ajatellaan toista tilannetta, matalammalla hinnalla S(1) = 90euroa ja
S(2) = 100euroa, kuten edella¨. Nyt K(1) = −10% ja K(2) ≈ 11.11%, ja
niiden summa on edelleen suurempi kuin K(0, 2) = 0%.
• Tilanteessa, jossa S(1) = 110 ja S(2) = 121 euroa ja K(0, 2) = 21%, joka
on suurempi kuin K(1) +K(2) = 10% + 10% = 20%.
7.1.1 Tehta¨via¨
Tehta¨va¨ 3. Laske tuotto K(1) seuraavissa kolmessa skenaariossa:
skenaario S(0) S(1)
1 35 41
2 35 32
3 35 28
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Tehta¨va¨ 4. Laske edellisen tehta¨va¨n tilanteessa vastaavat tuotot, kun osake
maksaa osinkoa 2 euroa.
Tehta¨va¨ 5. Osakkeen tuotot on esitetty taulukossa ja hinta S(0) = 45euroa.
Selvita¨ mahdolliset osakkeen hinnat, ja hahmottele puu hinnanmuutoksista.
skenaario K(0) K(1) K(2)
1 10% 5% −10%
2 5% 10% 10%
3 5% −10% 10%
Tehta¨va¨ 6. Tee edellisen tehta¨va¨n tilanteeseen vaadittavat muutokset, kun
osake maksaa osinkoa yhden euron jokaisen aika-askeleen lopussa.
Tehta¨va¨ 7. Selvita¨ K(0, 2) ja K(0, 3) tehta¨va¨n 5 datalla ja vertaa tuloksia
yhden askeleen tuottojen summiin K(1) +K(2) ja K(1) +K(2) +K(3).
Tehta¨va¨ 8. Olkoon K(1) = 10% tai −10% ja K(0, 2) = 21%, 10% tai −1%,
etsi mahdolliset skenaariot joilla K(2) saa kaksi mahdollisimman eri arvoa.
7.2 Odotettu tuotto
Oletetaan, etta¨ tietyn aikaperiodin K tuotto tiedeta¨a¨n. Silloin voimme laskea
matemaattisen odotusavon E(K), niin sanotun odotetun tuoton.
Jos yhden askeleen tuotot K(n+ 1), . . . ,K(m) ovat riippumattomia, niin
1 + E(K(n,m)) = (1 + E(K(n+ 1)))(1 + E(K(n+ 2))) . . . (1 + E(K(m))).
Esimerkki 6. Estimoidaan laman, pysa¨htyneisyyden (stagnaatio) ja nousu-
kauden todenna¨ko¨isyyksia¨ 1/4, 1/2, 1/4. Jos odotettu vuotuinen tuotto jollain
osakkeella na¨illa¨ skenaarioilla on −6%, 4%, 30%, niin vuotuinen odotettu tuotto
on
−6% · 1
4
+ 4% · 1
2
+ 30% · 1
4
= 8%.
7.2.1 Tehta¨via¨
Tehta¨va¨ 9. Olkoon laman, pysa¨htyneisyyden (stagnaatio) ja nousukauden to-
denna¨ko¨isyydet 1/4, 1/2, 1/4, ja kahden ensimma¨isen na¨ista¨ skenaarioista vuo-
tuisilla odotetuilla tuotoilla −5% ja 6%, selvita¨ ja¨ljelle ja¨a¨neen skenaarion vuo-
tuinen tuotto kun odotettu vuotuinen tuotto on 6%.
Tehta¨va¨ 10. Olkoon osakkeen hinnat seuraavassa kolmessa skenaariossa:
skenaario S(0) S(1) S(2)
1 100 110 120
2 100 105 100
3 100 90 100
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todenna¨ko¨isyyksilla¨ 1/4, 1/4, 1/2. Selvita¨ odotetut tuotot E(K(1)), E(K(2))
ja E(K(0, 2)). Vertaa arvoja 1 + E(K(0, 2)) ja (1 + E(K(1)))(1 + E(K(2)))
keskena¨a¨n.
Tehta¨va¨ 11. Oletetaan, etta¨ aika-askel on kolme kuukautta t = 1/4, ja kvar-
taalituotot K(1),K(2),K(3),K(4) ovat riippumattomia ja identtisesti jakautu-
neita. Selvita¨ odotettu kvarttaalituotto E(K(1)), ja odotettu vuotuine ntuotto
E(K(0, 4)), jos odotettu tuotto E(K(0, 3)) kolmen kvarttaalin yli on 12%.
8 Binomipuumalli
Binomipuumalli on osakkeiden hintojen malli, joka mallintaa osakkeiden hin-
tojen mahdollista vaihtelua tietyn ajan kuluessa. Binomipuumalli muistuttaa
aiemmin hahmottelemiamme puita, mutta on ma¨a¨ritelty tarkemmilla ehdoilla,
ja sisa¨lta¨a¨ myo¨s eri hinnanmuutosvaihtoehtojen todenna¨ko¨isyydet.
Malli on ma¨a¨ritelty seuraavin ehdoin
Ehto 8.0.1. Osakkeen yhden askeleen tuotot K(n) ovat identtisesti jakautu-
neita satunnaismuuttujia, niin etta¨
K(n) =
{
u todenna¨ko¨isyydella¨ p
d todenna¨ko¨isyydella¨ 1− p
jokaiselle aika-askeleelle n, missa¨ −1 < d < u ja 0 < p < 1.
Ta¨sta¨ ehdosta seuraa se, etta¨ osakkeiden hinnat S(n) voivat nousta tai las-
kea jokaisella aika-askeleella kertoimella 1 + u tai 1 + d. Epa¨yhta¨lo¨t 1 < d < u
takaavat, etta¨ kaikki hinnat S(n) ovat positiivisia, jos hinta S(0) on positiivinen.
Eli oletamme etta¨ vain kaksi asiaa voi tapahtua osakkeelle yhden aika-askeleen
aikana: hinta voi liikkua ”ylo¨s”tai ”alas”. Kun vain kaksi asiaa on sallittu tapah-
tuvan, saamme kuvainnollisesti oksan. Lisa¨ksi satunnaisuudella on jonkinlainen
rakenne, silla¨ mahdollisilla hinannmuutoksilla on jotkin todenna¨ko¨isyydet.
Olkoon r yhden t:n pituisen aika-askeleen riskitto¨ma¨n investoinnin tuotto.
Ehto 8.0.2. Riskitto¨ma¨n investoinnin yhden aika-askeleen tuotto r on sama
jokaisella aika-askeleella ja
d < r < u
Ja¨lkimma¨inen ehto kuvaa osakkeiden hintojen muutosta suhteessa riskitto¨ma¨a¨n
varallisuuteen, kuten rahaan pankkitililla¨ tai joukkovelkakirjoihin.
Koska S(1)/S(0) = 1 +K(1) ehdosta 1 seuraa etta¨ satunnaismuuttuja S(1)
voi saada kaksi eri arvoa,
S(1) =
{
S(0)(1 + u) todenna¨ko¨isyydella¨ p
S(0)(1 + d) todenna¨ko¨isyydella¨ 1− p.
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Osakkeen hintojen arvot S(n) yhdessa¨ vastaavien todenna¨ko¨isyyksien kans-
sa voidaan lo¨yta¨a¨ mille tahansa n. Oksista siis muodostuu puu, kun jokai-
sen yksitta¨isen aika-askeleen ”oksat”yhdisteta¨a¨n. n-askeleen osakkeiden hinta-
puussa jokainen skenaario (tai reitti puun la¨pi) tarkalleen i:lla¨ nousevalla, ja
1− i:lla¨ laskevalla hinnan muutoksella tuottaa saman osakkeen hinnan S(0)(1+
u)i(1 + d)n−i hetkella¨ n. Ta¨llaisia skenaarioita on
(
n
i
)
kappaletta, jokaisen to-
denna¨ko¨isyys on pi(1− p)n−i. Ta¨sta¨ saadaan
S(n) = S(0)(1 + u)i(1 + d)n−i todenna¨ko¨isyydella¨
(
n
i
)
pi(1− p)n−i
missa¨ i = 0, 1, . . . , n.
Nousevien hinnan muutosten ma¨a¨ra¨ i on satunnaismuuttuja binomijakau-
malla. Sama pa¨tee laskevien hinnan muutosten ma¨a¨ra¨lle n− i. Ta¨ten sanomme,
etta¨ hinnan muutosprosessi noudattaa binomista puuta. n-askeleen binomisess-
sa puussa kaikkien skenaarioiden joukossa, joka on siis n-askeleen reitit siirtyen
ylo¨s tai alas jokaisella askeleella, on 2n alkiota. Esimerkki kahden askeleen bino-
misesta puusta on esitetty kuvassa 2 ja kolmen askeleen kuvassa 3. Molemmissa
S(0) = 1 yksinkertaisuuden vuoksi.
Kuva 2
Kuva 3
Esimerkki 7. Olkoon hinnalla S(1) on kaksi mahdollista arvoa 52 ja 58 euroa
ja hinnalla S(2) on mahdolliset arvot 53, 55 ja 60.
Voimme selvitta¨a¨ u:n S(1):n ja S(2):n korkeimpien arvojen avulla, silla¨
S(1) = S(0)(1 + u) todenna¨ko¨isyydella¨ p
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Mista¨ saadaan
u =
S(1)− S(0)
S(0)
Vastaavasti mille tahansa n, eli S(1):n ja S(2):n korkeimmista arvoista saadaan:
u =
60− 58
58
≈ 0, 0345.
d:n selvitta¨miseksi ta¨ytyy ensin selvitta¨a¨ S(0), joka onnistuu u:n ja S(1):n kor-
keimman arvon avulla. Samasta yhta¨lo¨sta¨, mista¨ ratkaisimme u:n, voimme rat-
kaista S(0):n:
S(1) = S(0)(1 + u) todenna¨ko¨isyydella¨ p
Mista¨ saadaan
S(0) =
S(1)
1 + u
Eli u:n ja S(1):n korkeimman arvon avulla saamme:
S(0) ≈ 58
1 + 0, 0345
≈ 56, 07
euroa. Nyt voimme ma¨a¨ritella¨ d:n S(0):n ja S(1):n matalimman arvon avulla,
silla¨
S(1) = S(0)(1 + d) todenna¨ko¨isyydella¨ 1− p
Mista¨ saamme
d =
S(1)− S(0)
S(0)
Eli
d ≈ 52− 56, 07
56, 07
≈ −0, 0726.
Eli saamme arvot u ≈ 0, 0345 ja d ≈ −0, 0726
8.0.1 Tehta¨via¨
Tehta¨va¨ 12. Oleta, etta¨ osakkeen hinta jokaisena pa¨iva¨na¨ voi olla joko noussut
5% tai laskenut 4 % edellisen pa¨iva¨n hinnasta. Hahmottele puu kuvaamaan
osakkeiden hintoja kolmen seuraavan pa¨iva¨n ajan, kun osakkeen hinta ta¨na¨a¨n
on 20 euroa. Kuinka monta eri skenaariota lo¨ytyy?
Tehta¨va¨ 13. Kuinka monta eri arvoa satunnaismuuttujilla S(2) ja S(3) on
binomipuumallissa ehdon 8.0.2 tilanteessa? Mitka¨ arvot ovat ja mitka¨ ovat niita¨
vastaavat todenna¨ko¨isyydet? Kuvat 2 ja 3 ayttavat hahmottamaan tilannetta.
Tehta¨va¨ 14. Selvita¨ d ja u, kun S(1):lla¨ on kaksi mahdollista arvoa 87 euroa
tai 76 euroa, ja korkein mahdollinen arvo hinnalle S(2) on 92 euroa.
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Tehta¨va¨ 15. Oletetaan, etta¨ hinnan S(2) mahdolliset arvot ovat 32, 28 ja x
euroa. Selvita¨ x olettaen, etta¨ osakkeiden hinnat noudattavat binomista puuta.
Pystytko¨ ta¨ydenta¨ma¨a¨n puun? Voidaanko ta¨ma¨ tehda¨ yksiselitteisesti?
Tehta¨va¨ 16. Oletetaan, etta¨ osakkeen hinnat noudattavat binomipuuta. Hin-
nan S(2) mahdolliset arvot ovat 121, 110 ja 100 euroa. Selvita¨ u ja d, kun
a) S(0) = 100 euroa
b) S(0) = 104 euroa
8.1 Riskineutraalitodenna¨ko¨isyys
Kun osakkeen tulevaa arvoa ei voida koskaan tieta¨a¨ varmasti, binomisen puun
avulla on mahdollista selvitta¨a¨ odotetut osakkeiden hinnat. On luonnollista ver-
rata na¨ita¨ odotusarvoja ja riskitto¨mia¨ investointeja.
Aluksi tarkastelemme osakkeiden hinnan odotusarvojen E(S(n)) dynamiik-
kaa. Kun n = 1
E(S(1)) = pS(0)(1 + u) + (1− p)S(0)(1 + d) = S(0)(1 + E(K(1))),
missa¨
E(K(1)) = pu+ (1− p)d
on yhden askeleen odotusarvo. Ta¨ma¨ voidaan laajentaa mille tahansa n kirjoit-
tamalla yhta¨lo¨ muotoon
E(S(n)) = S(0)(1 + E(K(1)))n,
missa¨ n = 0, 1, 2, . . .
Jos ma¨a¨ra¨ S(0) oli tarkoitus sijoittaa riskitto¨ma¨sti hetkella¨ 0, se kasvaisi
arvoon S(0)(1 + r)n n askeleen ja¨lkeen, kun r on riskitto¨ma¨n investoinnin yh-
den aika-askeleen tuotto (ehto 8.0.2). Selva¨sti verrataksemme arvoja E(S(n))
ja S(0)(1 + r)n, meida¨n tarvitsee verrata vain arvoja E(K(1)) ja r.
Kaikki osakesijoitukset sisa¨lta¨va¨t aina riskin, koska hinta S(n) on aina etuka¨teen
tuntematon. Tyypillinen riskia¨ va¨ltta¨va¨ investoija edellytta¨a¨ etta¨ E(K(1)) > r,
silla¨ perusteella etta¨ ha¨nen tulisi saada suurempi odotettu tuotto siita¨ hyva¨sta¨
etta¨ riski on suurempi. Ka¨a¨nteinen tilanne, missa¨ E(K(1)) < r voi kuitenkin
olla houkutteleva joillekin sijoittajille, jos riskillinen tuotto on korkea pienella¨
nollastapoikkeavalla todenna¨ko¨isyydella¨ ja matala suurella todenna¨ko¨isyydella¨.
Tyypillisena¨ esimerkkina¨ ta¨sta¨ on lotto, missa¨ odotettu tuotto on negatiivinen.
Ta¨llaisia sijoittajia voidaan kutsua riskinottajiksi. Laajempaa tapausta mark-
kinoista jossa E(K(1)) = r sanotaan riskineutraaleiksi.
Esimerkki 8. Tarkastellaan markkinoita jotka noudattavat mallia, jossa u =
0, 035 ja d = 0, 073. Markkinoiden todenna¨ko¨isyydella¨ p = 0, 60 saadaan
E(K(1)) = 0, 60 · 0, 035 + (1− 0, 60)0, 073 = 0, 0502.
Jotta nyt riskin va¨ltta¨ja¨ investoisi markkinoille, tulisi olla r < 0, 0502. Jos r ≥
0, 0502 riskia¨ va¨ltta¨va¨ sijoittaja valitsee mielummin riskitto¨ma¨n vaihtoehdon.
33
Merkita¨a¨n riskineutraalia todenna¨ko¨isyytta¨ p∗, ja vastaavaa riskineutraalia
odotusarvoa E∗, jotka toteuttavat seuraavat ehdot:
E∗(K(1)) = p∗u+ (1− p∗)d = r
ja
p∗ =
r − d
u− d .
On ta¨rkea¨a¨ ymma¨rta¨a¨, etta¨ p∗ on matemaattinen objekti ja voi poiketa todel-
lisesta markkinoiden todenna¨ko¨isyydesta¨ p. Jos p = p∗, niin markkinat ovat
riskineutraalit.
8.1.1 Tehta¨via¨
Tehta¨va¨ 17. Laske odotettu tuotto E(S(3)) tehta¨va¨n 14 tilanteessa, kun p =
0, 55
Tehta¨va¨ 18. Arvioi ovatko edellisen tehta¨va¨n kuvaamat markkinat riskineut-
raalit, kun r = −0, 0024.
Tehta¨va¨ 19. Oletetaan markkinat jossa u = 0, 03, d = −0, 01, p = 0, 50 ja
r = 0, 005. Jos sijoittaja on riskin va¨ltta¨ja¨, sijoittaako ha¨n markkinoihin?
Tehta¨va¨ 20. Olkoon u = 1/2 ja r = 1/10.Tutki todenna¨ko¨isyyden p∗ ominai-
suuksia d:n funktiona.
Tehta¨va¨ 21. Osoita, etta¨ d < r < u jos ja vain jos 0 < p∗ < 1.
8.2 Martingaali
Yhta¨lo¨n
E(S(n)) = S(0)(1 + E(K(1)))n,
missa¨ n = 0, 1, 2, . . . , perusteella hinnan S(n) odotusarvo riskineutraalilla to-
denna¨ko¨isyydella¨ p∗ on
E∗(S(n)) = S(0)(1 + r)n,
kun r = E∗(K(1)).
Esimerkki 9. Ajatellaan kahden askeleen binomista puuta, missa¨ S(0) = 100
euroa, u = 0.2, d = −0.1 ja r = 0.1. p∗ = 2/3 on riskineutraali todenna¨ko¨isyys,
ja odotettu osakkeen hinta kahden askeleen ja¨lkeen on
E∗(S(2)) = S(0)(1 + r)2 = 121
euroa. Yhden aika-askeleen ja¨lkeen, kun on selvinnyt laskeeko vai nouseeko osak-
keen hinta, ta¨ytyy uudelleen laskea odotus hinnalle S(2). Oleteaan, etta¨ osak-
keen hinta on noussut ensimma¨isen askeleen ja¨lkeen 120 euroon. Na¨issa¨ olo-
suhteissa mahdollisten skenaarioiden joukko va¨henee niihin joissa S(1) = 120
euroa, ja mallia kuvaava puu pienenee kyseiseksi osapuuksi tai ”oksaksi”, joka
on esitetty kuvassa 4.
34
Kuva 4
Riskineutraali odotusarvo hinnalle S(2) on siten 23 · 144 + 13 · 108 = 132,
joka on yhta¨suuri kuin 120(1 + r). Formaalisti ta¨ma¨ voidaan kirjoittaa ka¨ytta¨en
S(2):n ehdollista odotusarvoa kun S(1) = 120
E∗(S(2)|S(1) = 120) = 120(1 + r)
Vastaavasti, jos osakkeen hinta laskee 90 euroon yhden aika-askeleen ja¨lkeen,
mahdollisten skenaarioiden joukko supistuu niihin joissa S(1) = 90, ja osakkei-
denhintapuu supistuu oksaan joka on esitetty kuvassa 5.
Kuva 5
Kun S(1) = 90 euroa, hinnan S(2) riskineutraali odotusarvo on 23 · 108 +
1
3 · 81 = 99 euroa, mika¨ on yhta¨ suuri kuin 90(1 + r). Ta¨ma¨ voidaan kirjoittaa
yhta¨lo¨na¨
E∗(S(2)|S(1) = 90) = 90(1 + r)
Kaksi edellista¨ kaavaa jotka sisa¨lta¨va¨t ehdollisen todenna¨ko¨isyyden voidaan kir-
joittaa yhdeksi yhta¨lo¨ksi:
E∗(S(2)|S(1)) = S(1)(1 + r)
Ta¨ma¨ analyysi voidaan laajentaa mille tahansa binomisen puun aika-askeleelle.
Oletetaan, etta¨ n aika-askeleen kuluttua osakkeen hinta on S(n). Riskineutraali
ehdollinen odotusarvo S(n+ 1) on ta¨llo¨in
E∗(S(n+ 1)|S(n)) = S(n)(1 + r)
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Kun jaamme ta¨ma¨n yhta¨lo¨n molemmat puolet (1 + r)n+1 saamme diskontatun
osakkeen hinnan S˜(n) = S(n)(1 + r)−n: Mille tahansa n = 1, 2, 3, . . .
E∗(S˜(n+ 1)|S(n)) = S˜(n)
Sanomme etta¨ martingaalin diskontatut osakkeiden hinnat S˜(n) riskineutraa-
lilla todenna¨ko¨isyydella¨ p∗. Todenna¨ko¨isyyteen p∗ viitataan myo¨s martingaali
todenna¨ko¨isyytena¨.
8.2.1 Tehta¨via¨
Tehta¨va¨ 22. Olkoon r = 0, 2. Etsi riskineutraali ehdollinen odotusarvo S(3),
kun S(2) = 110 euroa.
Tehta¨va¨ 23. Laske edellisen tehta¨va¨n mallissa diskontatun osakkeenhinnan
S˜(3) odotusarvo.
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9 Ratkaisut
Ratkaisu 1.
skenaario S(0) S(1) S(2)
1 10 12 10
2 10 11 13
3 10 7 12
Ratkaisu 2. Puu joka esitta¨a¨ taulukon tilannetta:
Ratkaisu 3.
skenaario K(1)
1 17, 14%
2 −8, 57%
3 −20, 00%
Ratkaisu 4.
skenaario K(1)
1 22, 86%
2 −2, 86%
3 −14, 29%
Ratkaisu 5. Kaavalla S(n) = S(n− 1)(1 +K(n)) saadaan:
skenaario S(0) S(1) S(2) S(3)
1 45, 00 49, 50 51, 98 46, 78
2 45, 00 47, 25 51, 98 57, 17
3 45, 00 47, 25 42, 53 46, 78
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Ratkaisu 6. Kun lisa¨ta¨a¨n osingot kaava tulee muotoon
S(n) = S(n− 1)(1 +K(n))− div(n)
mista¨ saadaan
skenaario S(0) S(1) S(2) S(3)
1 45, 00 48, 50 49, 98 43, 93
2 45, 00 46, 25 49, 88 53, 86
3 45, 00 46, 25 40, 63 43, 69
Ratkaisu 7. Kahden askeleen tuotto verrattuna yhden askeleen tuottojen sum-
maan voivat saada seuraavat arvot:
skenaario K(0, 2) K(1) +K(2)
1 15, 50% 15, 00%
2 15, 50% 15, 00%
3 −5, 50% −5, 00%
Vastaava kolmella aika-askeleella:
skenaario K(0, 3) K(1) +K(2) +K(3)
1 3, 95% 5, 00%
2 27, 05% 25, 00%
3 3, 95% 5, 00%
Yhden askeleen tuottojen summa on usein suurempi, kuin koko intervallin
tuotto, jos yhden askeleen tuoton merkki vaihtelee.
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Ratkaisu 8. Kaavaa
1 +K(0, 2) = (1 +K(1))(1 +K(2))
voidaan ka¨ytta¨a¨ K(2):n ratkaisuun. Esimerkiksi seuraavat skenaariot ja K(2):n
arvot ovat mahdollisia
skenaario K(0, 2) K(1) K(2)
1 21, 00% 10, 00% 10, 00%
2 10, 00% 10, 00% 0%
3 −1, 00% −10, 00% 10, 00%
Ta¨ma¨ ei ole ainoa mahdollinen ratkaisu. Toinen vaihtoehto on ylla¨olevaa
vastaava, vaihtamalla skenaario 2
skenaario K(0) K(1) K(2)
2 10, 00% −10, 00% 22, 22%
ja pita¨ma¨lla¨ muut skenaariot ennallaan.
Ratkaisu 9. Olkoon K tuotto kolmannessa skenaariossa. Jos odotettu tuotto
on 6%, niin
1
2
· (−5%) + 1
4
· 6% + 1
4
·K = 6%
Ratkaisemalla K saadaan, etta¨ kolmannen skenaarion tuoton ta¨ytyy olla 28%
Ratkaisu 10. Lasketaan ensin tuotot K(1),K(2) ja K(3) kaikille skenaarioille.
skenaario K(1) K(2) K(0.2)
1 10, 00% 9, 09% 20, 00%
2 5, 00% −4, 76% 0, 00%
3 −10, 00% 11, 11% 0, 00%
Ta¨sta¨ seuraa etta¨
E(K(1)) ≈ 0.25 · 10.00% + 0.25 · 5.00%− 0.5 · 10.00,% ≈ −1.25%,
E(K(2)) ≈ 0.25 · 9.09%− 0.25 · 4.76% + 0.51˙1.11% ≈ 6.64%,
E(K(0, 2)) ≈ 0.25 · 20.00% + 0.25 · 0.00% + 0.5 · 0.00% ≈ 5.00%.
Selva¨sti
(1 + E(K(1)))(1 + E(K(2))) ≈ 1.0530 6= 1.0500 ≈ 1 + E(K(0, 2)).
Ratkaisu 11. Koska kvarttaalituotot K(1),K(2),K(3),K(4) ovat riippumat-
tomia ja identtisesti jakautuneita,
E(K(1)) = E(K(2)) = E(K(3)) = E(K(4))
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ja
1 + E(K(0, 3)) = (1 + E(K(1))3,
1 + E(K(0, 4)) = (1 + E(K(1))4.
Ta¨ten jos E(K(0, 3)) = 12%, niin odotettu kvarttaalinentuotto on E(K(1)) ≈
3, 85% ja odotettu vuotuinentuotto on E(K(0, 4)) ≈ 16.31%.
Ratkaisu 12. Yhteensa¨ lo¨ytyy 8 skenaariota, eli reittia¨ puun la¨pi juuresta
oksien ka¨rkiin.
Ratkaisu 13. Ehdon 8.0.1 perusteella satunnaismuuttujat
S(1)
S(0)
= 1 +K(1),
S(2)
S(1)
= 1 +K(2),
S(3)
S(2)
= 1 +K(3),
ovat riippumattomia, jokainen ottaa kaksi arvoa 1+d ja 1+u todenna¨ko¨isyyksilla¨
p ja 1− p
Hinta S(2), joka on S(0):n ja kahden ensimma¨isen na¨ista¨ satunnaismuut-
tujista tulo, ottaa nelja¨ arvoa nelja¨a¨ hinnanmuutosskenaariota vastaavasti, eli
Na¨iden S(2):n nelja¨n arvon joukossa on oikeastaan vain kolme erilaista
S(2) =

S(0)(1 + u)2 todenna¨ko¨isyydella¨ p2
S(0)(1 + u)(1 + d) todenna¨ko¨isyydella¨ 2p(1− p)
S(0)(1 + d)2 todenna¨ko¨isyydella¨ (1− p)2,
Hinta S(3), joka on S(0):n ja kolmen satunnaismuuttujan tulo, saa kahdek-
san arvoa vastaten kahdeksaa hinnamuutosskenaariota Na¨iden S(3):n kahdeksan
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mahdollisen arvon joukossa on vain nelja¨ erilaista.
S(3) =

S(0)(1 + u)3 todenna¨ko¨isyydella¨ p3
S(0)(1 + u)2(1 + d) todenna¨ko¨isyydella¨ 3p2(1− p)
S(0)(1 + u)(1 + d)2 todenna¨ko¨isyydella¨ 3p(1− p)2,
S(0)(1 + d)3 todenna¨ko¨isyydella¨ (1− p)3.
Ratkaisu 14. S(1):n ja S(2):n korkeimpia arvoja voidaan ka¨ytta¨a¨ u:n ma¨a¨ritta¨miseen
u =
92− 87
87
≈ 0, 0575.
Seuraavaksi u:sta ja S(1):n korkeimmasta arvosta saadaan S(0):
S(0) ≈ 87
1 + 0, 0575
≈ 82, 27
euroa. Lopuksi d ma¨a¨ritella¨a¨n S(0):n ja S(1):n matalimman arvon avulla.
d ≈ 76− 82, 27
82, 27
≈ −0, 0762.
Ratkaisu 15. Yhta¨lo¨ista¨
S(0)(1 + u)2 = 32,
S(0)(1 + u)(1 + d) = 28,
S(0)(1 + d)2 = x.
seuraa etta¨
32
28
=
1 + u
1 + d
=
28
x
ja x = 282/32 = 24, 50 euroa. Puuta ei kuitenkaan voida ta¨ydenta¨a¨ yksiselittei-
sesti. Mille tahansa arvolle S(0) > 0 voidaan lo¨yta¨a¨ u ja d dataa vastaavasti.
Ratkaisu 16. Arvot u ja d voidaan lo¨yta¨a¨ ratkaisemma yhta¨lo¨t
S(0)(1 + u)2 = 121,
S(0)(1 + d)2 = 100,
ja valitsemme ratkaisut jotka toteuttavat 1+u > 0 ja 1+d > 0. Jos S(0) = 100,
niin u = 0, 1 ja d = 0. Jos S(0) = 104 niin u ≈ 0, 0786 ja d ≈ −0, 0194.
Ratkaisu 17. Lasketaan ensin E(K(1)) = pu+ (1− p)d. Tehta¨va¨ssa¨ 14 selvi-
tettiin, etta¨ u ≈ 0, 0575 ja d ≈ −0, 0762:
E(K(1)) = 0, 55 · 0, 0575 + (1− 0, 55) · (−0, 0762) ≈ −0, 002665
Tehta¨va¨ssa¨ 14 selvitettiin myo¨s S(0) ≈ 82, 27, joten nyt voidaan laskea E(S(n)) =
S(0)(1 + E(K(1)))n, eli
E(S(3)) ≈ 82, 27(1− 0, 002665)3 ≈ 81, 61
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Ratkaisu 18. Selvitta¨a¨ksemme onko markkina riskineutraali, tutkimme onko
E(K(1)) = r. Selvitta¨a¨ksemme ta¨ma¨n laskemme E(K(1)) = pu+ (1− p)d = r
eli
E(K(1)) ≈ 0, 55 · 0, 0575 + (1− 0, 55) · (−0, 0726) ≈ −0, 0024
Kun r = −0, 0024, niin vaikuttaa silta¨, etta¨ E(K(1)) = r. Ta¨ytyy kuitenkin
huomioida, etta¨ E(K(1)):n arvo on likiarvo, joten ei voi ta¨ysin varmasti sanoa
etta¨ markkinat ovat ta¨ysin riskineutraalit.
Vaihtoehtoisesti voimme tutkia kaavaa p∗ = r−du−d . Kun r = −0, 0024, u ≈
0, 0575 ja d ≈ −0, 0762 saadaan
p∗ ≈ −0, 0024− (−0, 0762)
0, 0575− (−0, 0762) ≈ 0, 55
Kun tehta¨va¨ssa¨ 17 on annettu p = 0, 55, niin vaikuttaa silta¨, etta¨ p = p∗, eli
etta¨ markkinat ovat riskineutraalit. Ta¨ytyy kuitenkin huomioida, etta¨ laskettu
p∗ on likiarvo, joten emme voi tehda¨ ta¨ysin yksiselitteisia¨ johtopa¨a¨to¨ksia¨.
Ratkaisu 19. Selvitta¨a¨ksemme sijoittaisiko riskia¨ va¨ltta¨va¨ investoija mark-
kinoille, haluamme verrata arvoja E(K(1) ja r. Kun u = 0, 03, d = −0, 01,
p = 0, 50 ja r = 0, 005, saamme
E(K(1)) = 0, 50 · 0, 03 + (1− 0, 50) · (−0, 01) = 0, 01
Nyt 0, 01 > 0, 005, eli E(K(1)) > r, eli investoija, joka on riskin va¨ltta¨ja¨ sijoit-
taisi markkinoille.
Ratkaisu 20. Meida¨n ta¨ytyy tarkastella d:n arvoja vain va¨lilla¨ −1 ja r, eli
1 < d < 1/10. Koska d kasvaa ta¨lla¨ va¨lilla¨, p∗ pienenee 11/13:sta nollaan. Ta¨ma¨
p∗:n riippuvuus d:sta¨ on esitetty kuvassa.
Ratkaisu 21. Tiedeta¨a¨n etta¨ koska yhden askeleen tuotto riskitto¨ma¨ssa¨ inves-
toinnissa on sama jokaisella aika-askeleella ja d < r < u, ehto d < r < u on
ekvivalentti ehdon d < p∗u + (1 − p∗)d < u kanssa. Ta¨ma¨ voidaan kirjoittaa
muodossa 0 < p∗(u− d) < u− d, tai yhta¨la¨isesti 0 < p∗ < 1.
Ratkaisu 22. Laskeaksemme riskineutraalin odotusarvon, ka¨yta¨mme kaavaa
E∗(S(n+ 1)|S(n)) = S(n)(1 + r). Kun r = 0, 2 ja S(2) = 110 euroa, saamme:
E∗(S(3)|S(2) = 110) = 110(1 + r) = 110(1 + 0, 2) = 132
euroa.
42
Ratkaisu 23. Diskontatun osakkeen hinta on S˜(n) = S(n)(1 + r)−n. Edellisen
tehta¨va¨n perusteella r = 0, 2 ja S(2) = 110, joten
S˜(2) = 110(1 + 0, 2)−2 ≈ 76, 389
Koska diskontatun osakkeen hinnan odotusarvo on E∗(S˜(n + 1)|S(n)) = S˜(n),
niin
E∗(S˜(3)|S(2)) = S˜(2) ≈ 76.389
euroa.
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